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1. PODSTAWOWE POJECIA SYSTEMOW (Introductory notions of dynamic systems)

System (uktad) dynamiczny jest rozumiany jako model matematyczny rzeczywistego zjawiska,
ktorego ewolucja jest wyznaczona jednoznacznie przez stan poczatkowy. Jest najczesciej opisany
pewnym wektorowym réwnaniem rdézniczkowym lub réznicowym zwanym réwnaniem stanu.
Teoria uktadow dynamicznych stanowi wazny dzial matematyki znajdujacy liczne zastosowania
przy opisie konkretnych zjawisk, m.in. w modelowaniu rzeczywistych ukladoéw i urzadzen, w
teorii sterowania itp.

W opisie matematycznym wyrdznia si¢ systemu czasu cigglego (zwane w skrocie
systemami analogowymi lub cigglymi —continuous time systems) badz czasu dyskretnego
(discrete time systems). Opis ciagly pozwala na okreslenie stanu systemu w dowolnej chwili
czasowej. Zwykle stosuje si¢ do niego uktad rownan rozniczkowych zwyczajnych. Opis typu
dyskretnego zaktada reprezentacj¢ systemu w dyskretnych chwilach czasowych t=nTs, gdzie Ts
oznacza okres probkowania, a n 0znaczenie kolejnej chwili czasowej. Opis tego systemu moze
by¢ przedstawiony w postaci ukladu réwnan réznicowych, stanowigcych odpowiednik rownan
r6zniczkowych dla uktadu cigglego.

System moze by¢ liniowy badz nieliniowy, w zaleznosci od typu opisu matematycznego.
Jesli opis roOwnaniami rdézniczkowymi zawiera w sobie zaleznos$ci nieliniowe, woOwczas
traktujemy go jako system nieliniowy, w przeciwnym wypadku liniowy.

System uwaza si¢ za stacjonarny, jesli parametry opisujace go nie zaleza od czasu. W
przeciwnym przypadku system jest niestacjonarny. W kontekscie uktadéw nieliniowych terminy
uktad stacjonarny 1 uklad niestacjonarny sg czgsto zastegpowane odpowiednio przez uktad
autonomiczny i nieautonomiczny. Liniowe uktady stacjonarne (ang. Linear Time-Invariant —
LTI) sg autonomiczne, natomiast liniowe uktady niestacjonarne (ang. Linear Time-Varying —
LTV) sa nieautonomiczne.

W teorii systemow wazne jest pojecie stabilnos$ci. Jest ono definiowane na wiele
sposobow. Jedna z definicji jest stabilno$¢ w sensie Lapunowa. Zgodnie z nia, jesli uktad
znajdujacy si¢ w punkcie rownowagi zostanie z niego wypchniety przez dzialanie zewngtrzne, a
po uplynieciu pewnego czasu znowu znajdzie si¢ w poczatkowym stanie, to moéwimy, ze jest
stabilny; jesli natomiast nie powraca do stanu poczatkowego méwimy ze jest niestabilny. Inne

podejscie tzw. stabilnos¢ BIBO wprowadza pojecie stabilnosci ze wzgledu na wymuszenie. Jesli
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dowolny ograniczony sygnat wejéciowy x(t) (0 ograniczonej energii lub mocy) powoduje
powstanie ograniczonego sygnatu wyjsciowego y(t), czyli

sup|x(t)| < oo
co powoduje

sup|y(t)| <
to system jest stabilny w sensie BIBO.

Wazng wilasnoscig systemu jest jego odwracalnos$¢, rozumiana jako zdolno$¢ uktadu do
przypisywania jednoznacznej odpowiedzi do kazdego rdznigcego si¢ wymuszenia. Innymi stowy,
system jest odwracalny, jesli wymuszenie moze by¢ jednoznacznie okre§lone na podstawie
odpowiedzi. Przyktadem systemu, ktory nie spelnia warunku odwracalnosci jest uktad realizujacy

funkcje modutu y(t) =|X(t) , gdyz dwu warto$ciom rdznigcym si¢ znakiem przypisuje t¢ samag

odpowiedz.

Z pojeciem odwracalno$ci wiaze si¢ $cisle inwersja systemu. System Si jest inwersyjny
w stosunku do innego systemu Sy, jesli w ich potaczeniu kaskadowym nast¢puje peine
odtworzenie sygnatu wejéciowego y(t) =S, (S, (x(t))) = x(t) .

Waznym pojeciem w teorii systemOéw dynamicznych jest sterowalno$¢ i
obserwowalno$¢ systemu. Liniowy uktad sterowania jest sterowalny, jezeli dla dowolnego stanu
poczatkowego X(0) mozemy zastosowac takie sterowanie u(t) , ktére w skonczonym czasie t
spowoduje sprowadzenie sygnatu wyjsciowego do zadanego stanu, np. X(t) = 0. Uklad jest
obserwowalny, jezeli przy dowolnym sterowaniu mozna okresli¢ wartosci wszystkich zmiennych
stanu w chwili to na podstawie znajomosci sterowania U(to, t) i odpowiedzi y(to, t). Innymi stowy,
czy czy na podstawie odczytu sygnatu sterujgcego oraz odczytu sygnatu wyjsciowego mozliwe
jest okreslenie wewnetrznego stanu obiektu.

Systemy dyskretne sg dyskretnym odpowiednikiem systemow ciagtych. Uktad dyskretny
przetwarza wejsciowy sygnal dyskretny X(n) w sygnal wyjsciowy rowniez dyskretny, ktory
oznaczymy jako y(n)=y(nTs), gdzie n oznacza numer kolejnej probki (rys. 1.1). Wymieni¢ mozna
wiele poje¢ charakteryzujacych taki system.

Jednym z podstawowych jest rozréznienie migdzy systemem z pamiecia i bez pamigci.

System jest z pamigcia, jesli jego odpowiedz y(no) zalezy od innych warto$ci wymuszen niz
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X(no). Tego typu system nazywany jest rowniez systemem dynamicznym. Jesli ta odpowiedz
zalezy jedynie od X(no), woéwczas system jest nazywany systemem bez pamigci. Przyktadem
systemu dynamicznego jest uktad realizujacy operacj¢ catkowania numerycznego Eulera, w
ktorym y(n) =y(n—-1)+Tx(n—-1). Przykltadem systemu bez pamigci jest uklad realizujacy
operacj¢ wzmocnienia, dla ktorego y(n) = Ax(n).

System jest przyczynowy (causal) jesli jego sygnal wyjsciowy dla dowolnej chwili
zalezy jedynie od wymuszenia w danej chwili 1 od wymuszen wczesniejszych, a nie zalezy od
wymuszen, ktore zdarza si¢ w przysztosci. Przykltadem systemu przyczynowego jest uktad
realizujacy operacj¢ y(n)=x(n)+0,5x(n—1) —-1,2x(n—2). Nie jest systemem przyczynowym
uktad przetwarzania opisany zaleznoscia y(n) = x(n—1) +0,5x(n) —1,2x(n+1).

Innym pojeciem waznym dla systemoéw dyskretnych jest stacjonarno$¢ traktowana
w przypadku systemow dyskretnych jako niezmienniczo$¢ wzgledem przesuniecia czasowego.
System dyskretny jest niezmienniczy wzgledem przesunigcia czasowego, jesli przesunigcie w
czasie probek sygnatlu wejSciowego powoduje identyczne przesunigcie probek sygnalu
wyjsciowego. Oznacza to, ze jesli pobudzeniu x(n) odpowiada odpowiedz uktadu y(n) to przy
pobudzeniu x(n-no) odpowiedz uktadu jest rowna y(n-no).

System dyskretny jest liniowy, jesli spelnia warunek addytywnosci i homogenicznosci.
Warunek addytywnosci oznacza, ze jesli wartoSciom sygnatu wejsciowego X(n) odpowiada
sygnat y(n) , to sygnatowi sumacyjnemu X (n) + X,(n) odpowiada suma odpowiednich sygnatow
y,(n) +y,(n), co zapiszemy w postaci

X(0) = (1) 1 %M > ,(1) 10 %,() + 3,(M) = Y, () + Y () (L2)

Warunek homogenicznos$ci oznacza, ze jesli

X (n) = y(n) to ax(n) — ay(n) (1.3)

Oba warunki musza by¢ spelnione dla dowolne; chwili. Uktad liniowy spelnia zasade
superpozycji, co oznacza, ze spetniony jest warunek

a,%,(n) + a,%,(N) - &, (n) + &Y, (n) (1.4)

Uktad liniowy niezmienniczy w czasie nazywany jest w skrocie LTI (ang. Linear Time

Invariant).



2. OPIS STANOWY UKELADOW DYNAMICZNYCH (State space description of
dynamic systems)

2.1 Pojecia wstepne
Budujac model uktadu dynamicznego, mamy do czynienia z wielkoSciami wejsciowymi i
wyj$ciowymi, narzuconymi przez uktad fizyczny i wymagania stawiane modelowi. Pozostaje
przyporzadkowanie im odpowiednich zmiennych wewngtrznych uktadu opisanych w
dziedzinie czasu (tak zwanych zmiennych stanu) reprezentujacych stan procesu. Wybor
zmiennych stanu, powinien by¢ dokonany w trakcie definiowania modelu matematycznego
danego procesu. Wybodr ten musi zapewni¢ okreslong na wstepie ogolng posta¢ modelu, jak
réwniez jednoznaczny i pelny opis zjawisk fizycznych procesu, istotnych z punktu widzenia
modelowania.

Zmienne stanu jako funkcje czasu opisuja przebieg zjawisk fizycznych zachodzacych
zwykle w sposob ciagly. Stad najczgséciej uzywana postacia tych funkcji jest funkcja ciagta.
Zbior zmiennych stanu jest najmniejszym zbiorem zmiennych, ktorego znajomos¢ w
okreslonej chwili to pozwala, przy wykorzystaniu przysztych w stosunku do to przebiegow
wymuszen zewnetrznych, przewidzie¢c w sposob jednozmaczny przyszle zachowanie sig
zmiennych stanu i wielkosci wyjsciowych uktadu.

Istnieje pewna dowolno$¢ wyboru zmiennych stanu, gdyz mozna dobra¢ wiele roznych
zbioré6w zmiennych spetniajacych warunki reprezentowania dynamiki procesu. Warunki te
wymagaja, aby na podstawie stanu uktadu w chwili t1 1 znajomosci przebiegu wymuszen dla t
> t1 mozna bylo wyznaczy¢ przebieg zmiennych stanu dla t > t;. Informacja o przesztych
warto$ciach zmiennych stanu dla t < t; nie jest wiec do tego potrzebna. Ponadto stan w chwili
t1 nie powinien zaleze¢ od przysztych przebiegow zmiennych wejSciowych (uktad
przyczynowy). Definiujac rownania uktadu, mozna wyr6zni¢ rownanie stanu (zwykle w
postaci wektorowej) oraz rownanie wyjsciowe (rowniez w postaci wektorowej).

Rownanie stanu reprezentuje istotne zjawiska dynamiczne zachodzace w opisywanym
procesie pod wplywem wymuszen zewnetrznych i nagromadzonej w ukladzie energii,
wyrazajac przyczynowy charakter tych zjawisk. Réwnanie to uzaleznia stan ukladu w
dowolnej chwili czasowej ti > to od stanu ukladu w chwili to, wektora wymuszen

zewngtrznych u(t) i zmian parametrow ukladu w czasie t e[t,,t,;. Przy oznaczeniu x dla



wektora zmiennych stanu jego ogodlna posta¢ czasowa rozwigzania moze by¢ przedstawiona

Ww postaci zaleznoS$ci

X(1) = p[x(to), u(t), ] (2.1)

Zmienna t wystepujaca samodzielnie w zaleznosci (2.1) reprezentuje potencjalne zmiany
warto$ci parametrow ukladu w czasie (proces niestacjonarny). Posta¢ (2.1) uzyskuje si¢
zwykle w wyniku rozwigzania ukladu réwnan rézniczkowych, definiowanych dla kazdego
procesu. Liczba zmiennych stanu tworzacych wektor Xx(t) nazywana jest wymiarem stanu
uktadu lub jego rzedem.

Rownanie wyjsciowe opisane wektorem y jest uzaleznione od wyboru zmiennych stanu i
istniejacych wymuszen w ukladzie. Okresla ono zwigzek zmiennych wyjsciowych ze
zmiennymi stanu i wielko$ciami wejsciowymi. Zaktada¢ bedziemy istnienie jawnej postaci
roéwnania wyj$ciowego

y(t) = g[x(t), u(t), 1] (2.2)

w ktorym funkcja wektorowa g stanowi jednoznaczne przyporzadkowanie wielkosciom X(t),
u(t) oraz czasu t wektora odpowiedzi y(t). Dynamika uktadu, czyli zmiany wektora stanu x(t)
w czasie, mozna przedstawi¢ jako zmiany potozenia wektora X(t) w przestrzeni n-
wymiarowej, gdzie n jest wymiarem wektora stanu. Przestrzen taka nazywa si¢ przestrzenig
stanu. Kazdy punkt przestrzeni reprezentuje okreslony stan dynamiczny uktadu. Zmiany

potozen wektora X(t) w przestrzeni stanu wyznaczaja krzywa zwang trajektoriq fazowgq.

2.2 Opis dynamiczny ukladow nieliniowych ciaglych
Najbardziej rozpowszechnionym, cho¢ nie zawsze istniejacym opisem uktadow
dynamicznych ciagtych w dziedzinie czasu jest posta¢ normalna w postaci zbioru rownan

rozniczkowych pierwszego rzedu

dxa/dt = f1(X1, X2, . . ., Xn, U1, U2, . . ., UN, 1)
dxo/dt = fo(X1, X2, . . ., Xn, U1, U2, . . ., UN, 1)

.................. (2.3)
dxn/dt = fa(X1, X2, . . ., Xn, U, U2, . . ., UN, 1)

zapisanych w sposob zwarty jako wektorowe réwnanie Stanu
dx/dt =1 (x, u, t) (2.4)



gdzie X = [X1, X2, . . ., Xn]" , U = [u1, Uz, . . ., un]" . Uzupelniajac go o opis wektorowy

zmiennych wyjsciowych tworzacych wektor y = [y1, y2, . .., Ym]'

y=g(x u,1) (23)
otrzymuje si¢ kompletny opis normalny modelu uktadu dynamicznego w postaci pary rOwnan
dx/dt =f (x, u, t) (2.6)
y=9(x, u,1)

definiujacych dynamike procesu. Zapis rownan w postaci jawnego uzaleznienia od czasu t
wskazuje na zmiennos$¢ parametrow procesu z czasem, czyli proces niestacjonarny. W przypadku
stacjonarnos$ci zmienna t nie wystepuje w opisie.

Nalezy przy tym zauwazy¢, ze w odrdznieniu od ukltadéw liniowych posta¢ normalna
rownan stanu dla obwodu nieliniowego moze nie istnie¢. Przyczyna tego moze by¢
niemonotoniczno$¢ charakterystyki okreslonego elementu nieliniowego i wynikajacy z tego brak
funkcji odwrotnej odpowiadajacej danej charakterystyce. Wybor zmiennych stanu moze mieé
réwniez istotny wptyw na istnienie postaci normalnej opisu lub jej brak. Zwykle w systemach
elektrycznych przyjmuje si¢ za zmienng stanu napi¢cie na kondensatorze uzaleznionym
napieciowo 1 pradu dla cewki uzaleznionej pradowo. W przypadku kondensatora uzaleznionego
tadunkowo zmienng stanu powinien by¢ tadunek, a dla cewki uzaleznionej od strumienia za
zmienng stanu przyjmuje si¢ strumien. W przypadku charakterystyk monotonicznych majacych
zarowno opis prosty typu y=f(x) jak i odwrotny x=g(y) wybor zmiennych stanu powinien
preferowac tadunek w przypadku kondensatora i strumien w przypadku cewki (zmniejsza si¢ w

ten sposob wrazliwo$¢ opisu na btedy zaokraglen).

Przyktad 2.1
Dla ilustracji powyzszych rozwazan rozpatrzmy obwod przedstawiony na rys. 2.1, zawierajacy
nieliniowy rezystor i cewke oraz liniowy kondensator. Rozpatrzymy dwa warianty opisu
elementow nieliniowych. W wariancie pierwszym zatozymy

i, =u’—3u,

i, =y’ -3y
W wariancie drugim charakterystyka rezystora dana jest w postaci zalezno$ci napigcia od pradu

U, =1—i2+i’ przy niezmienionym opisie cewki nieliniowe;.



1o, % J%” 1,

Rys. 2.1. Struktura obwodu poddanego opisowi rdwnaniami stanu

Z rownan Kirchhoffa opisujacych obwod otrzymuje si¢

du A
c—=(i-i —
e = (i,
_dv
Yo = Tt

W przypadku wariantu pierwszego wektor stanu tworza napi¢cie na kondensatorze i strumien

cewki X = [uC 1,//]T , przy czym ur=uc. W takim przypadku otrzymuje si¢

du 1. s

dtc :E(l—uc+3uc—a// +3W)
dy

——=u

d °

W wariancie drugim ze wzgledu na niemonotoniczno$¢ charakterystyki rezystora nieliniowego
nie mozna wyrazi¢ pradu ir jako funkcji napigcia Ur, stad taki opis stanu nie istnieje.
Przedstawione wyzej rownania stanowi¢ moga podstawe konstrukcji schematu
blokowego budowanego z mysla o0 zastosowaniu konkretnego symulatora uktadow
dynamicznych (np. Simulink, SPICE, itp.). Symulator taki dokonuje operacji catkowania rownan,

generujac na wyjsciu posta¢ czasowa zmiennych wyjsciowych oraz zmiennych stanu.

2.3 Linearyzacja réwnan nieliniowych stanu
Analiza czasowa procesu dynamicznego polega na rozwigzaniu réwnan stanu w dziedzinie czasu.
W przypadku uktadow nieliniowych jest to zwykle proces trudny do przeprowadzenia ze
wzgledu na ztozone zaleznosci funkcjonalne rownan (2.4) i (2.5). Z tego powodu w analizie

jakos$ciowej przeprowadza si¢ cze¢sto linearyzacje rownan W rozwazanym punkcie pracy uktadu,



zastepujac wielkosci rzeczywiste ich przyrostami w stosunku do wartosci w punkcie pracy. Przy
zatozeniu
X =X+Ax

y=Y+Ay 27
u=U+Au

gdzie wielko$ci z falkg oznaczajg ustalony punkt pracy ukfadu, tzn. f(X,u)=0 (zakladamy

model stacjonarny procesu). Biorac pod uwage, ze dx/dt=dAx/dt i uwzgledniajgc rozwinigcie

dx dAx of of

wektorow stanu X 1 odpowiedzi y w szereg Taylora pierwszego rzgdu — = ——=—Ax+—Au
dt dt ox ou

oy oy

orazy=y+Ay=Yy+ = AX + U Au otrzymuje si¢ opis zlinearyzowany procesu w postaci
X u

dAXx
- = A(t)Ax + B(t)Au (2.8)

Ay = C(t)Ax + D(t)Au
w ktorym A(t), B(t), C(t) i D(t) sa macierzami Jacobiego okreslanymi w punkcie pracy
odpowiadajagcym ustalonym aktualnie wartosciom zmiennych stanu. Oznacza to, ze macierze te

opisane s3 wzorami

o oo
oX, OX, OX,
T A S
A(t)=6—x= X OX, X, (2.9)
of,  df, of,
| 0%, OX, OX, |
| of, o, of, |
ou, au, ou,
o | oo
B(t)=a—u= ou, ou, au,, (2.10)
of, o, of,
| ou, au, ou, |
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' dg, 99, ag, |
oX,  OX, oX,
og |2 N . 0,
C(t)=&= ox X, ox, (2.11)
a9, 99, g,
| OX,  OX, OX, |
99, 99, 09,
ou, ou, ou,
g |99 . . %,
D(t)=a—u= ou, ou, ou,, (2.12)
99, 99, a9,
| ou, au, ou, |

Ustalone wartosci elementéw macierzy stanu obowigzujg w krotkim przedziale czasu At

zwigzanym z aktualnym punktem pracy uktadu. Biorac pod uwagg, ze w kazdym punkcie pracy
wartosci elementow macierzy sg ro6zne, model zlinearyzowany moze by¢ uwazany za uktad
zmienny w czasie. Stad w oznaczeniu macierzy stanu pojawita sie zaleznos¢ od czasu. Warunki
poczatkowe rownania przyrostowego stanu (2.8) reprezentuja odchylenie wektora stanu x(t) od
ustalonego punktu pracy w chwili t.

Liniowa posta¢ modelu uzyskana w wyniku linearyzacji rownan nieliniowych upraszcza
w sposob istotny analize uktadu i umozliwia zastosowanie wielu prostszych metod rozwigzania
stosowanych w przypadku rownan liniowych. Nalezy przy tym pamigtac, ze wraz ze zmiang
rozwigzania zmieniaja si¢ wartosci elementow macierzy A, B, C i D, ktore powinny by¢
aktualizowane w kazdym kroku.

Przyktad linearyzacji

11
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2.4. Opis stanowy ukladow liniowych
Uktad liniowy ciagly o statych parametrach (inwariantny) opisuje si¢ rownaniem stanu i
rébwnaniem wyjsciowym analogicznie do zlinearyzowanych rownan stanu (2.8), w ktérych
zamiast przyrostow wystepuja wprost same zmienne. Rozwaza¢ bedziemy uktady stacjonarne, w
ktorych parametry nie zalezg od czasu. Stad opis normalny stanu ogdlny liniowego procesu

stacjonarnego przedstawimy w postaci

dx

—=Ax+B

a o (3.25)
y =Cx+Du

Jesli, podobnie jak poprzednio, przyjmiemy, ze wektor x ma wymiar n, wektor y — wymiar m, a

wektor u — wymiar N, to poszczegdlne macierze maja nastepujace wymiary: A e R™, Be R™,

CeR™, DeR™.

Macierze B, C i D stanowig jedynie czynnik transformujacy i skalujacy wielkoSci
wyjsciowe, natomiast zasadnicze wiasnosci jakosciowe ukladu zawarte sa w macierzy stanu A.
Wartosci wlasne Si (czg¢sto oznaczane réwniez jako Ai) tej macierzy, stanowiace jednoczesnie
bieguny systemu, sg zbiorem pierwiastkow rownania charakterystycznego det(sl — A) = 0. Maja
one decydujacy wptyw na zachowanie si¢ uktadu w czasie, w tym stabilno$¢ uktadu i charakter
odpowiedzi czasowej uktadu w stanie przejsciowym powstatym na skutek przytozenia
wymuszenia zewnetrznego lub wystepowania niezerowych warunkéw poczatkowych. Kazda
warto$¢ wlasna jest stowarzyszona z odpowiadajagcym jej wektorem wilasnym v, przy czym
wektor wlasny Vi stowarzyszony warto$cig wtasng Si spelnia rownanie Sivi=Avi.

Stabilnos¢ systemu dynamicznego wymaga, aby przy zaniku wymuszenia jego odpowiedz
w stanie ustalonym w dowolnym przedziale czasu (od zera do nieskonczonos$ci) byta ograniczona
co do amplitudy (stabilnos¢ w sensie zwyktym) lub zerowa (stabilnos¢ w sensie asymptotycznym).
Jest to tak zwana stabilno$¢ typu BIBO (Bounded Input Bounded Output).

Rozwigzanie réwnania liniowego stanu mozna zapisa¢ w postaci zaleznosci catkowe;j
t
x(t) =e™ [eBu(r)dz +e*x(t,) (3.26)
to
Przy braku wymuszenia odpowiedz czasowa uktadu zalezy jedynie od warunkow poczatkowych

X(t,). Stabilno$§¢ w sensie ograniczonej odpowiedzi jest uzalezniona od warto$ci rozwigzania
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At0) - Jest to

odpowiadajacej drugiemu sktadnikowi wzoru (3.26), a wigc od warto$ci funkcji e
tak zwana odpowiedz przejSciowa Xp(t), ktorg w ogolnosci mozna zapisaé w postaci uzaleznionej
od wartosci wihasnych macierzy A. W przypadku wartosci wiasnych pojedynczych postaé

odpowiedzi przejsciowej jest nastepujaca
x(t) = > K e (3.27)
i=1

W przypadku warto$ci wlasnych wielokrotnych odpowiedz przejsciowa moze by¢ zapisana w

ogolnej postaci
X(t) = YK e* +3 Fte™ +3 G t%e™ +--- (3.28)
i=1 k=1 r=1

Zauwazmy, ze niezaleznie od krotnosci wartosci wlasnych poszczegolne sktadniki wektora stanu
beda ograniczone co do amplitudy, jesli wszystkie wartosci wiasne systemu sa potozone w lewej
potplaszczyznie, tzn. Re(si)<0).

Przy niezerowych wartosciach czgsci rzeczywistej wartosci whasnych potozonych w lewej
pélptaszczyznie odpowiedz swobodna (przejsciowa) ukladu dla narastajagcych wartosci czasu
bedzie zanika¢ do O (uktad stabilny asymptotycznie). Przy potozeniu biegundéw na 0Si urojonej
(Re(si) = 0) uktad moze by¢ stabilny (cho¢ nie asymptotycznie), jesli sa to wartoSci whasne
pojedyncze. Uktad staje sie niestabilny w przypadku wartosci wiasnych potozonych na osi
urojonej co najmniej podwaojnych wartosciach. Wynika to ze wzoru (3.28), w ktorym dla s=jo

eSt

<1 niezaleznie od czasu t i wartosci drugiego i kolejnych sktadnikéw wzoru (3.28) dazy do

nieskonczonosci dla wzrastajacych warto$ci czasu t.

14



3. Nieliniowe uklady autonomiczne

3.1 Podstawowe pojecia

Ukladem autonomicznym nazywamy uktad stacjonarny, w ktorym nie wystepuja wymuszenia
zewnetrzne [21]. W ukladzie takim zmiany warto$ci sygnatow zachodza na skutek niezerowych
warunkow poczatkowych. Jego opis stanowy nie zawiera jawnej zaleznosci od czasu 1 moze by¢
zapisany w postaci

dx
i f(X) (3.18)

w ktorej f(X) jest funkcja wektorowa uzalezniong jedynie od wektora zmiennych stanu. W

szczegoOlnosci dla uproszczenia rozpatrzmy wektorowe rownanie stanu drugiego rzedu

dx _

e fl(Xu Xz)

i (3.19)
& 00k

dt 2 172

Plaszczyzne (x1,X2) nazywamy plaszczyzna stanu. Jesli dodatkowo miedzy zmiennymi x1 1 X2

dx,

zachodzi zaleznos¢ Gt = X, to plaszczyzna stanu jest nazywana plaszczyzng fazowsa. Rownania

(3.19) mozna przedstawi¢ w postaci jednego réwnania fazowego

dx _ Rl %) (3.20)

dx,  f,(x,%,)
ktorego rozwigzanie w czasie tworzy na plaszczyznie (Xi,X2) Krzywe zwane Kkrzywymi
catlkowymi. W przypadku plaszczyzny fazowej nazywamy je trajektoriami fazowymi. Kazdej
chwili czasowej t odpowiada punkt na ptaszczyznie fazowej, zwany punktem odwzorowujacym.
Punkt réwnowagi systemu odpowiada punktowi w ktorym dx/dt=0. W przypadku uktadu
drugiego rzedu punkt rownowagi spetnia dwa rownania skalarne dxi1/dt=0 oraz dx»/dt=0. Jest to
tak zwany punkt osobliwy systemu.

W zaleznosci od przebiegu trajektorii fazowej w poblizu punktu rownowagi mozemy
wyr6zni¢ rézne rodzaje punktow osobliwych. Naleza do nich: wezel , siodto, ognisko oraz srodek.
Przebiegi trajektorii odpowiadajacych tym punktom przedstawione sg na rys. 3.2 [21]. W

przypadku punktow niestabilnych przebiegi te maja charakter narastajacy (strzatki zmian
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skierowane sg ,o0d” punktu osobliwego, wskazujac na odpychajacy charakter punktu
osobliwego).

Trajektorie fazowe moga tworzy¢ struktury zamknigte, zwane cyklami granicznymi. W
przypadku uktadu drugiego rzedu na cykl graniczny sktadajg si¢ przebiegi czasowe zmiennej X1 |
X2 stanowigce drgania niegasngce w czasie przedstawione na plaszczyznie (X1,X2). W przypadku
drgan sinusoidalnych cykl graniczny jest w ksztalcie elipsy lub kota. Na podstawie przebiegu
czasowego drgan mozna zbudowac trajektori¢ fazowa (metoda izoklin, funkcji delta, itp.). Z

drugiej strony znajgc trajektori¢ fazowg mozna odtworzy¢ ksztatt sygnatow xi oraz X w czasie.

7

&

- 6

Rys. 3.2. Interpretacja graficzna punktow osobliwych: wiersz gorny: wezel stabilny i niestabilny, wiersz §rodkowy:

siodlo i ognisko stabilne, wiersz dolny: ognisko niestabilne, §rodek

Wezel stabilny powstaje w ukladzie dynamicznym, gdy wszystkie wartosci wlasne systemu leza
w lewej potptaszczyznie. Wezet niestabilny powstaje gdy wartosci wiasne potozone sg w prawe;j

potplaszczyznie zmiennej zespolonej. Siodto odpowiada systemowi, w ktorym wartosci wtasne
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sg rzeczywiste, ale wystepuja pary o przeciwnych znakach. Trajektoria w postaci srodka

wystepuje gdy wartosci wlasne polozone sg na osi urojone;.

3.2 Stabilnos¢ nieliniowych uktadéow dynamicznych

3.2.1 Definicje stabilnoSci

Pojegcie stabilnosci uktadow dynamicznych moze by¢ definiowane na wiele sposobow
[6,21,32]. W przypadku uktadéw nieautonomicznych stosuje si¢ pojecie stabilno$ci w sensie
ograniczone wejscie — ograniczone wyj$cie, zwane rowniez czesto BIBO (ang. Bounded Input —
Bounded Output). Obwod nieliniowy jest stabilny w sensie BIBO gdy dowolny ograniczony
sygnatl wejsciowy u(t) wymusza powstanie rowniez ograniczonego sygnatu wyjsciowego y(t) dla
t — oo. W przypadku wielu wejs¢ 1 wielu wyjs¢ relacje ograniczono$ci odnosza si¢ do kazdego z
nich.

Drugim rodzajem stabilnosci, ktéry poddany zostanie rozwazaniom jest stabilno$é w
sensie Lapunowa [6] odnoszaca si¢ do obwodow autonomicznych (uktad stacjonarny przy braku
wymuszenia zewnetrznego). Obwod autonomiczny opisany jest rdéwnaniem stanu o postaci
(2.13). Punkty rownowagi stanowia rozwigzania tego roOwnania stanu w postaci wektora stanu
X(t). W przypadku obwodéw nieliniowych mozna wyr6zni¢ dwa rodzaje stabilnosci punktow

réwnowagi: lokalng i globalna.

Stabilno$¢ lokalna w punkcie rownowagi oznacza, ze obwod jest stabilny dla warunkow
poczatkowych z dostatecznie matego otoczenia tego punktu. Oznacza to, ze dostatecznie mate
zaburzenie tego punktu dla uktadu stabilnego powoduje samoczynny powroét stanu uktadu do
tego (a nie innego) punktu rownowagi.

Stabilno$¢ globalna w punkcie réwnowagi oznacza, ze obwod jest stabilny dla
warunkow poczatkowych potozonych w dowolnym punkcie obszaru. Oznacza to, ze dowolnie
duze zaburzenie tego punktu powoduje samoczynny powrdt stanu uktadu do tego samego punktu
rownowagi.

Wyrdézniamy roéwniez pojecie stabilno$ci asymptotycznej. Stabilno$¢ asymptotyczna

uktadu oznacza, ze odpowiedZ uktadu autonomicznego dla t — oo zmierza do punktu rownowagi
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polozonego w poczatku uktadu wspotrzednych, to znaczy !im X(t) =0 (z zalozenia uktad jest

autonomiczny, co oznacza brak wymuszenia zewnetrznego).

3.2.2 Kryteria stabilnosci Lapunowa

Stabilnos¢ lokalna uktadu moze by¢ okreslona przy zastosowaniu pierwszej zasady
Lapunowa. Zgodnie z ta zasadg uktad nieliniowy autonomiczny opisany rownaniem dx/dt=f(x)
jest stabilny asymptotycznie w punkcie rownowago X=0 w sensie lokalnym (przy warunku
poczatkowym z dostatecznie matego otoczenia tego punktu) gdy liniowe przyblizenie roGwnania
stanu dx/dt=Ax jest stabilne asymptotycznie, to znaczy, ze wszystkie warto$ci wlasne si macierzy
A leza w lewej potplaszczyznie zmiennej zespolonej, czyli Re(si)<0 dla i=1, 2, ..., n (n — liczba
zmiennych stanu). Przy potozeniu cho¢ jednej wartosci wilasnej po prawej stronie osi urojonej
(Re(si)>0) uktad nieliniowy jest niestabilny. W przypadku potozenia ktorejkolwiek wartosci
wiasnej na osi urojonej (Re(si)=0) nie mozna na podstawie przyblizenia liniowego wnioskowaé o
stabilnosci lokalnej obwodu nieliniowego.

Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze opracowano szereg metod okreslania stabilno$ci rownania
liniowego stanu dx/dt=Ax (przyblizenia liniowego uktadu) bez potrzeby wyznaczania warto$ci
wiasnych. Nalezg do nich migdzy innymi: kryterium Hurwitza, Routha, itp.

Badanie stabilnosci globalnej uktadu jest znacznie bardziej ztozone. Stosuje si¢ do niej
druga zasada Lapunowa. Zgodnie z tg zasadg uklad nieliniowy autonomiczny opisany
rownaniem stanu dx/dt=f(x) jest stabilny asymptotycznie w punkcie rownowago X=0 w sensie
globalnym, je$li mozna zdefiniowaé taka funkcje V(X) dodatnio okreslona?, ze [6]

1. przyjmuje ona warto$¢ V(X) dazaca do nieskonczonosci przy x —oo

dVv(x)
t

2. pochodna wzgledem czasu jest funkcja ujemnie okreslong w catym obszarze

zmienno$ci wektora X.

! Funkcja jest dodatnio okreslona, jesli w calym obszarze okreslonosci D przyjmuje warto$¢ dodatnia, a

zero tylko w poczatku uktadu wspotrzednych.
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3. Jesli pochodna jest niedodatnio okreslona (wartosci ujemne lub zerowe) to taki

dVv(x)
dt
uktad jest stabilny globalnie, ale nie asymptotycznie.

Funkcje V(X) przyjmuje si¢ najczesciej jako formg kwadratowa zmiennych X;, to znaczy
V(x):%(xf+x22+~--+xn2) (3.16)

Inna réwniez cze¢sto uzywana forma funkcji V(X) ma postac
V(x)=%(xf+x§+--~+xn2)+ig(n)dn (3.17)

w ktorej g(n) jest funkcja definiowang przez uzytkownika. Istnienie funkcji V(X) jest
dostatecznym warunkiem wystepowania globalnej stabilno$ci asymptotycznej dla danego
nieliniowego ukladu autonomicznego o okreslonym punkcie réwnowagi. Teori¢ globalnej
stabilnosci zilustrujemy dwoma przyktadami uktadéw nieliniowych.

Przyklad 2.2

Jako przyktad pierwszy rozpatrzymy uktad nieliniowy opisany rownaniem Duffinga 0 postaci

W pierwszej kolejnosci nalezy go przeksztatci¢ do postaci stanowej. Przyjmujac x1=x oraz
Xo=dx1/dt otrzymuje sie

d’x _dx,

- dt =-ax, — X, —bx;
Stad réwnanie Duffinga mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci stanowej
(L—th =—ax, — X, —hx;

Jako funkcje Lapunowa przyjmijmy
1
V(9 =206 +x)

Latwo sprawdzi¢, ze jest to funkcja dodatnio okreslona o wartosci V (X) — oo przy X —oo. Aby

sprawdzi¢ warunek drugi nalezy obliczy¢ pochodng dV(x)/dt
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dv(x) _ dV(x)d_x1+ dV (x) dx,
dt dx, dt dx, dt
dv(x) 2 1 iyt
—=- b
L =@ +bx)

Z postaci funkcji V(x) wynika, ze uklad opisany roéwnaniem Duffinga jest globalnie

= XX, + Xz(_axz =X _bX:)

asymptotycznie stabilny, jesli spelniony jest warunek
2 4 2 a
ax, +bx; >0 — X2>_B

Jesli dodatkowo zatozymy, ze a>0 i b>0 wowczas warunek stabilnosci globalnej jest spetniony
bez zadnych ograniczen. MoOwimy wowczas o stabilnoS$ci totalnej uktadu.

Przyklad 2.3

Jako drugi przyklad rozpatrzymy dynamiczny uktad nieliniowy pierwszego rzgdu opisany
réwnaniem

dx
— =-ax-b
” x—bg(x)

przy zatozeniu, ze wspotczynniki a, b spetniajg warunek a>0, b>0. Nalezy wyznaczy¢ klasg
charakterystyk g(x) dla ktoérych powyzszy uktad dynamiczny jest stabilny asymptotycznie w
ograniczonym obszarze D. W badaniach przyjmiemy jako funkcje Lapunowa zmodyfikowang

posta¢ formy kwadratowej (2.17), w ktorej funkcja g(n) jest tej samej postaci co g(X)
V(X) = %xz +[g(x)dx
0

Warunek pierwszy jest automatycznie spetlniony, gdyz przy X-—>oc0 mamy V(X) > . Z
obliczenia pochodnej V(x) wzgledem czasu otrzymuje si¢

dV (x) _ dV/(x) dx
dt dx  dt

Po wykonaniu odpowiednich dziatan otrzymuje si¢ ostatecznie

dV (x) _ dV(x) dx
dt dx dt

dVv(x)
t

=[x+ g(x)]-ax—bg(x)]

- —[ax2 +b(g(x)) +(a+ b)xg(x)]

Pochodna bedzie ujemnie okreslona, jesli wyrazenie w nawiasie kwadratowym bedzie

dodatnio okre$lone. Dwa pierwsze czlony powyzszego rOwnania wystepujagce w nawiasie

kwadratowym s3 zawsze dodatnio okreslone. Czlon ostatni bedzie rowniez dodatnio okreslony
20



jesli spelniony bedzie warunek xg(x)>0. Warunek ten jest automatycznie spetniony, jesli funkcja
g(x) zawierac si¢ bedzie w pierwszej lub trzeciej ¢wiartce uktadu wspotrzednych, jak to pokazano

narys. 3.1

909

L obszar stabilnosci globalne] i

Rys. 3.1. Ilustracja warunku stabilno$ci globalnej uktadu

3.3. Obwody autonomiczne pierwszego rzedu

3.3.1. Punkty réownowagi

Szczegolnie interesujace i tatwe w badaniu sa obwody autonomiczne pierwszego rzedu ze
wzgledu na to, ze pochodna zmiennej stanu jest jednoczesnie funkcjg nieliniowa f(x). Rownania
takie znajduja szerokie zastosowania w praktyce inzynierskiej przy projektowaniu generatoréw
relaksacyjnych [21]. Rozwazmy nieliniowy uklad autonomiczny opisany rownaniem stanu o

postaci
dx

W takim przypadku ptaszczyzna fazowa (X, dx/dt) jest rtOwnowazna charakterystyce nieliniowej
uktadu (x, f(x)), a trajektoric fazowe stanowig pewne odcinki charakterystyki f(x). Stany
rownowagi odpowiadajgce rownaniu rozniczkowemu (3.9) okreslone sg wigc rOwnaniem

%:0 S f(X)=0 (3.22)
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Graficznie odpowiada to przecieciu krzywej f(x) z osig x. Kazdy punkt przecigcia wyznacza
punkt rownowagi uktadu, ktory moze by¢ stabilny lub niestabilny. Stabilno$¢ kazdego punktu
okresla si¢ na podstawie nachylenia krzywej w tym punkcie korzystajac z nastgpujacego
twierdzenia.

Przyjmijmy opis stanowy ukladu autonomicznego w postaci dx/dt=f(x). Zakladamy,
ze funkcja f(x) jest ciagla o punktach rownowagi Pj(x=Xj). Punkt réwnowagi P;j jest
punktem stabilnym, jesli istnieje otoczenie punktu x=Xj, w ktorym f(X) jest funkcja
wylacznie malejaca. Jesli takiego otoczenia nie ma to punkt P; jest niestabilny.

Na rys. 3.3 zilustrowano interpretacje punktow rownowagi dla przyjete] krzywej f(x).
Wyr6zni¢ mozna 6 punktéw rownowagi: P1, P2, P3, P4, Ps oraz Ps. Na podstawie powyzszego
twierdzenia o stabilno$ci mozna wnioskowaé, ze stabilnymi punktami rownowagi sg : P1, P3, oraz
Ps. Pozostale punkty ( P2, Ps, Pe) nie spelniaja warunkéw stabilno$ci. Oznacza to, ze
umieszczenie warunkow poczatkowych uktadu w bliskim otoczeniu tych punktow nie spowoduje
zakonczenia procesu stanu nieustalonego w tych punktach. Punkty te dziataja ,,odpychajaco”.
Kierunek strzatek umieszczonych na krzywej wskazuje przewidywany kierunek zmian zmiennej

X(t) w czasie.

fx)
A

P, P, T\Ps P, Ps F’67\/>

NS X

Rys. 3.3. Ilustracja punktéw rownowagi i ich stabilnos$ci

Przyklad 3.4
Rozpatrzmy jako przyktad obwdd zawierajacy jeden rezystor liniowy, jeden rezystor nieliniowy
oraz cewke 1 zrodlo napiecia statego E, przedstawiony na rys. 3.4. Rozwazymy rezystancje

nieliniowg sterowang pradem, okreslajac powstate punkty rownowagi oraz ich stabilnos¢.
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R i,
>

(De :

Rys. 3.4. Nieliniowy obwdd elektryczny do przyktadu

Z réwnania Kirchhoffa opisujacego obwod wobec iL=in wynika nastgpujaca zaleznos¢
. . di
E-Ri,—u,(i))-L—==0
L n( L) dt
Stad rownanie stanu obwodu przyjmuje posta¢
dii 1 . . .
i E(E ~Ri_ —u,(i,))= f(i)
Punty rownowagi spetniajace warunek di/dt=f(iL)=0 s3 wyznaczone réwnaniem
u (i)=E-Ri
i odpowiadaja przecigciu prostej obcigzenia E-RiL z charakterystyka elementu nieliniowego
Un(in), przy czym in=iL. Mozna wyrdznic trzy takie punkty: P1, P2 oraz Ps, jak to pokazano na rys.
3.5.
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Rys. 3.5. Ilustracja punktéw réwnowagi odpowiadajacych uktadowi z rys. 3.5

W punktach Py i P3 krzywa f(iL) bedaca rdznica prostej obcigzenia i krzywej nieliniowej rezystora
nieliniowego ma charakter malejacy. Oznacza to, ze punkty te sa stabilne asymptotycznie. Punkt

P2 jest niestabilny, gdyz w jego otoczeniu charakter krzywej f(iL) jest rosnacy.

3.3.2. Rozwigzanie rownania stanu pierwszego rzedu w dziedzinie czasu
Rozwigzanie réwnania stanu (3.9) pierwszego rzedu jest stosunkowo latwe, zwlaszcza jesli

funkcja f(x) jest aproksymowana odcinkowo-liniowo [21]. Pierwszym krokiem jest rozdzielenie

zmiennych
1
dt = ——dx (3.23)
f(x)

Rozwiazanie w granicach od to do tj otrzymuje si¢ catkujac obustronnie powyzsza zalezno$é
t =t [ d 3.24
=0+ |——0aX .
RN o2

Rozwigzanie w dowolnej chwili czasowej musi si¢ miesci¢ migdzy dwoma sgsiednimi punktami
rownowagi albo migdzy punktem réwnowagi a punktem X=co lub X=-co. Biorgc pod uwage
charakter uktadu pierwszego rzedu funkcja 1/f(X) znajdujaca si¢ pod znakiem catki jest albo

ujemna albo dodatnia, w zalezno$ci od warunkoéw poczatkowych. Jesli ta pochodna jest dodatnia
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to X(t) jest monotonicznie rosnaca, w przeciwnym przypadku monotonicznie malejgca wzglgdem

Czasu.
dx/dt=f(x)
A X(t) rosnace

\/%“/\\/X

X(t) malejace

b)

Rys. 3.6. Przyktad rozwigzania czasowego w ukladzie pierwszego rzedu: a) posta¢ krzywej f(X)

na plaszczyznie stanu, b) rozwigzanie X(t) przy zatozonym warunku poczatkowym Xo

Rozwigzanie Xx(t) jak rowniez pochodna dx/dt zachowuja charakter ciagly przy ciaglej
(wzgledem x) postaci funkcji f(x). Przy zalozeniu warunku poczatkowego x(0)=Xo jak to
pokazano na rys. 3.7a rozwigzanie dazy do najblizszego stabilnego punktu rownowagi (punkt Ps).
Ilustracje takiego przypadku w postaci przebiegu rozwigzania x(t) przedstawiono na rys. 3.7b.
Przebieg czasowy x(t) przy zatozonym warunku poczatkowym Xo dazy asymptotycznie do punktu
rownowagi Ps.

Zauwazmy, ze punkt niestabilny P4 najblizszy zalozonemu warunkowi poczatkowemu Xo
dziata odpychajaco (wobec dodatniej wartosci pochodnej wartosci zmiennej X(t) sa rosnace),
wyznaczajac ruch w kierunku najblizszego punktu stabilnego Ps.

Zasadniczo inne rozwigzanie otrzymuje si¢ przy braku ciaggtosci funkcji f(x). Przy braku
stabilnych punktow réwnowagi rozwigzanie rownania stanu pierwszego rzadu bedzie oscylowac
wokot punktu niestabilnego wytwarzajac drgania niegasngce w czasie. Ilustracje tego przypadku

przedstawiono narys. 3.7.
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P\Wﬂdt:f(x)

Xmin |

P, |

“““,,““
\ /2
>

x\f

a) )

Rys. 3.7. llustracja zachowania si¢ ukladu nieliniowego przy braku stabilnych punktow
rownowagi: a) posta¢ krzywej f(X) na ptaszczyznie stanu o jednym niestabilnym punkcie

réwnowagi, b) rozwigzanie X(t) przy zalozonym warunku poczatkowym Xo

Rys. 3.7a przedstawia funkcje f(X) o jednym niestabilnym punkcie réwnowagi na ptaszczyznie
stanu. Funkcja ta jest nieciggla wzgledem zmiennej X. Po uzyskaniu przez x(t) wartosci
maksymalnej Xmax nastepuje przeskok na cze$¢ charakterystyki o ujemnej warto$ci pochodne;.
Oznacza to, ze od tej chwili pochodna jest ujemna i sygnat Xx(t) ma charakter malejacy, az do
osiggnigcia warto$ci minimalnej Xmin, przy ktorej nastgpuje ponownie przeskok na czg$¢
charakterystyki o dodatnim nachyleniu. W efekcie tego generowane sg ciagte drgania niegasnace

(zwane drganiami relaksacyjnymi) przedstawione na rys. 3.7b.
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4. OPIS UKEADOW DYNAMICZNYCH LINIOWYCH W DZIEDZINIE
CZESTOTLIWOSCI (Description of linear dynamic systems in frequency domain)
3.1 Transformacja Laplace’a
Przeksztalcenie Laplace’a jest przeksztalceniem catkowym stosowanym jako podstawowy
element w opisie sygnatow i uktadow liniowych w stanach dynamicznych . Z punktu widzenia
sygnatbw moze by¢ potraktowane jako wuogdlnienie transformacji Fouriera sygnalow
analogowych (czasu ciaglego). W tym rozdziale przedstawione zostang podstawy teoretyczne
tego przeksztatcenia i elementy aplikacyjne z tym zwigzane.

Istota przeksztalcenia Laplace’a polega na tym, ze funkcji czasu f(t) okreslonej dla t>0
odpowiada pewna funkcja F(s) okreSlona w dziedzinie liczb zespolonych i odwrotnie, kazdej
funkcji F(s) odpowiada okreslona funkcja czasu f(t). Funkcj¢ f(t) nazywamy oryginatem i
oznaczamy malg literg. Funkcje F(S) nazywamy transformatg funkcji f(t) okreslong w dziedzinie
zmiennej zespolonej s i oznaczamy duzg literg. Zmienna S jest nazywana czestotliwoscig
zespolona, przy czym S = o + jw, gdzie w oznacza pulsacjg.

W elektrotechnice najczesciej uzywane jest jednostronne przeksztalcenie Laplace’a,

okreslone parg réwnan:

o0

F(s)=L{f(t)}= j f (t)e dt (3.1)
) 1 C+ joo
f(t)= Ll{F(s)}=T j F(s)e%ds (3.2)

w ktorych c jest stala warunkujacg polozenie granic catkowania w obszarze zbiezno$ci
transformaty. Pierwsze z rownan definiuje proste przeksztatcenie Laplace’a przyporzadkowujace
oryginatowi transformat¢ zmiennej zespolonej S, a drugie przeksztatcenie odwrotne dokonujace
transformacji odwrotnej, czyli wyznaczajgce funkcje oryginatu na podstawie F(S). Zaktadamy
przy tym, ze funkcja f(t) jest funkcja czasu, zadang dla t>0 i rowng 0 dla t<0 oraz, ze nie ro$nie
szybciej niz funkcja wyktadnicza. Proste przeksztalcenie Laplace’a okreslone wzorem (3.1)
dokonuje transformacji funkcji czasu f(t) na funkcje F(S) zmiennej zespolonej s. Zauwazmy, ze

przy zatozeniu f(t)=0 w zakresie czasu ujemnego transformacja Laplace’a jest uogodlnieniem

o0

transformacji Fouriera, zdefiniowanej wowczas wzorem F(w):jf(t)e‘j”‘dt. Przyjecie w
0
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definicji transformacji Laplace’a wartosci zespolonej S=ja czyni ja rowng transformacji Fouriera.
Zaletg transformacji Laplace’a jest jej ogélny charakter, pozwalajacy na zastosowanie dowolnej
warto$ci zmiennej zespolonej S = ot+jw. Stwarza to mozliwo$¢ zastosowania opisu
operatorowego Laplace’a w odniesieniu zarowno do sygnatow jak i do systemow
przetwarzajacych te sygnaty.

Przeksztatcenie odwrotne okreslone wzorem (3.2) dokonuje transformacji funkcji
zespolonej F(s) na funkcje czasu f(t). Wzor ten pelni jedynie rolg definicji i w praktyce nie uzywa
si¢ go do wyznaczania transformaty odwrotnej, wykorzystujac w zamian wilasnos$ci transformat
Laplace’a.

Obliczanie transformat dla wigkszosci funkcji, zwlaszcza bardziej zlozonych, nie jest
procesem tatwym i dlatego w praktyce inzynierskiej najczgsciej postugujemy si¢ tablicami
gotowych transformat Laplace’a, ktorych zroédto znalezé mozna w wielu poradnikach
matematycznych jak rowniez podrecznikach poswigconych rachunkowi operatorowemu. W
tablicy 3.1 zestawiono wybrane przyktady transformat Laplace’a szczegélnie czgsto
wykorzystywanych w praktyce. W dalszej czgéci tego rozdziatu beda one wykorzystane do

wyznaczania transformat odwrotnych Laplace’a (funkcji czasu odpowiadajacych transformatom).

Tablica 3.1 Tablica wybranych transformat Laplace’a

fi(t) F(s)
5(t) 1
1
1(t) S
1
t 2
n!
t", neN o
e ™ L
S+a
. (0]
sin(at
(at) s? + w?
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cos(at) 7 jwz
—at : @

e sin(ex) Gray+o’
o S+a

e coset) Gray+a’

Zawarto$¢ tablicy przedstawiajaca zbidr funkcji czasu wraz z odpowiadajagcymi im
transformatami moze stuzy¢ zar6wno wyznaczaniu transformaty Laplace’a przy zadanej funkcji
czasu jak i dziataniu odwrotnemu, to jest wyznaczeniu oryginalu na podstawie zadanej postaci

transformaty.

3.1.1 Podstawowe wlasnosci transformacji Laplace’a.
Z wielu istniejgcych wlasnosci przeksztatcenia Laplace’a ograniczymy si¢ tutaj do kilku
podstawowych, ktéorych znajomo$¢ jest konieczna dla sprawnego postugiwania si¢ tym

narzedziem w analizie sygnatow.

Liniowos¢ przeksztalcenia
Jesli wspotczynniki az i a2 sg dowolnymi staltymi to
L[a, f,(t) + &, f,(t)] = a,F.(s) + &,F, () (3.3)
LlaR () +aF©)]=aft) +af,0) (34)
gdzie symbole L i L™ oznaczaja odpowiednio transformaty: prosta i odwrotna Laplace’a. Z

wlasnos$ci liniowo$ci wynika, ze przeksztalcenie Laplace’a spetnia zasade superpozycii.

Transformata pochodnej funkcji czasu

Transformata pochodnej funkcji czasu spetnia relacje

L[?} =sF(s)— f(0") (3.5)
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w ktorej f(0") oznacza warto$¢ poczatkowa prawostronng funkcji f(t). Mnozenie funkcji F(S)

przez zmienng zespolong S odpowiada w dziedzinie czasu rézniczkowaniu funkcji. Stad operator

S nazywany jest operatorem rozniczkowania W dziedzinie czasu.

Transformata catki funkcji czasu

Transformata catki funkcji czasu speinia relacje
t
L{jf(r)dr}@ (3.6)
0 S

Pomnozenie funkcji F(s) przez 1/s odpowiada w dziedzinie czasu catkowaniu funkcji. Stad

operator s jest nazywany réwniez operatorem catkowania.

Przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci

Rozwazmy przesuni¢cie argumentu funkcji operatorowej Laplace’a. Oznacza to, ze zamiast
transformaty F(s) bierzemy pod uwagg funkcje F(s-a). Twierdzenie o przesunigciu argumentu
zmiennej zespolonej s mowi, ze spetniona jest wowczas zaleznos¢

Lie® f (t)}= F(s—a) (3.7)

Przesunigcie argumentu zespolonego S transformaty o warto$¢ a odpowiada w dziedzinie czasu
pomnozeniu funkcji oryginatu przez funkcje wyktadnicza €. Korzy$ci pltynace z powyzszej
wlasnos$ci zademonstrujemy na przykladzie wyznaczania transformaty odwrotnej Laplace’a

funkcji o przesunigtym argumencie S.

Przesuniecie w dziedzinie czasu
Transformata Laplace’a funkcji czasu o argumencie przesunietym wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych spetnia nastgpujaca zaleznosé¢

L[f (t—a)-1(t—a)]=e *F(s) (3.8)
Przesuniecie argumentu funkcji oryginalnej f(t) w dziedzinie czasu f(t) — f(t-a)-1(t—a)
odpowiada w dziedzinie czgstotliwosci pomnozeniu transformaty Laplace’a funkcji oryginalnej
F(s) (nieprzesunigtej) przez funkcje wyktadnicza e .Wiasno§¢ powyzsza jest czgsto
wykorzystywana przy obliczaniu transformat réznych funkcji jak rowniez przy analizie obwodow

0 wymuszeniach impulsowych.
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Transformata splotu
Splot stanowi wazne pojecie w teorii obwodow i sygnatéw, gdyz za jego posrednictwem okresla
si¢ odpowiedzi czasowe systemow dynamicznych. Splot dwu funkcji czasu fi(t) i f2(t) oznaczony

w postaci f,(t) * f,(t) jest zdefiniowany w nastgpujacy sposob

f(0) * f,(t) = j fi(2) f,(t-7)dz = j fi(t—7)f,(r)dz 3.9)

Transformata Laplace’a splotu jest rowna iloczynowi transformat poszczegoélnych funkcji
tworzacych splot
L[ * F,0)]=F(5)- F(s) (3.10)

Powyzsza wlasno$¢ nosi w matematyce nazwe¢ twierdzenia Borela. Zauwazmy, Ze mnozenie
splotowe dwu funkcji w dziedzinie czasu odpowiada zwyklemu mnozeniu ich transformat w
dziedzinie czestotliwosci. Whasnos¢ ta jest szczegdlnie wygodna w analizie systemow zardwno w
stanie ustalonym jak i nieustalonym. Zamiast zmudnych operacji w dziedzinie czasu wykonuje
si¢ transformacje¢ Laplace’a funkcji czasowych a nastgpnie wszystkie operacje wykonuje na

transformatach.

Twierdzenie o wartoSciach granicznych
Funkcja czasu f(t) i jej transformata F(S) sa powigzane dwoma twierdzeniami o warto$ciach

granicznych, ktore mozna sformutowac nastgpujaco

f(0") :!me sF(s) (3.11)

lim f (t) = limsF (s) (3.12)

3.1.2 Wyznaczanie odwrotnej transformaty Laplace’a

Aby wyznaczy¢ funkcje czasu f(t) na podstawie danej transformaty nalezy dokona¢ odwrotnego
przeksztalcenia Laplace’a. Zaleznos¢ definicyjna okreslona wzorem (3.2) jest raczej
bezuzyteczna ze wzgledu na konieczno$¢ catkowania ztozonych zwykle funkcji, jak rowniez na
nieokreslone precyzyjnie granice catkowania (stata ¢ w definicji). Najczesciej korzysta si¢ z
posrednich metod wyznaczania oryginatu wynikajacych z witasnosci samego przeksztatcenia.

Niezaleznie od metody zastosowanej do wyznaczenia oryginalu, zaklada¢ bedziemy, ze
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transformata Laplace’a zadana jest w postaci wymiernej, czyli ilorazu dwu wielomianéw

zmiennej zespolonej s o wspodtczynnikach rzeczywistych.

_L(s) b,s"+b, s""+..+hs+h
M(s) s"+a_s"'+..+as+a,

F(s) (3.13)

Dodatkowo przyjmiemy, ze stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika. Jesli
warunek powyzszy bylby niespelniony, nalezy podzieli¢ licznik przez mianownik tak, aby
wymusi¢ spetnienie tego warunku. Sposéb postepowania w takim przypadku zilustrujemy na

przyktadzie.

Przyklad 31

Dana jest transformata F(s) o postaci

2% +s2+3s+5
s’+s+4

F(s) =

Dzielac licznik przez mianownik wedtug najwyzszych poteg otrzymuje si¢ rozwini¢cie funkcji
na sume dwu sktadnikow potegowych zmiennej S oraz funkcje wymierng spetniajaca warunek,

ze stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika

—-4s+9

F(s)=2s-1+
%) s +s+4

Przy obliczaniu transformaty odwrotnej powyzszej zaleznos$ci tylko ostatni (ztozony) sktadnik
wymaga specjalnego postepowania. Sktadnik staty (-1) odpowiada funkcji impulsowej Diraca a

funkcja 2s odpowiada¢ bedzie pochodnej funkcji Diraca pomnozonej przez 2.

Istnieje wiele metod obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a, wykorzystujacych
wlasnos$ci przeksztalcenia. Do najbardziej popularnych nalezg metoda residuow, rozktadu funkcji
wymiernej na utamki proste, metoda Heaviside’a oraz metoda bazujgca na wykorzystaniu tablic
transformat Laplace’a. Tutaj ograniczymy si¢ do dwu najbardziej uniwersalnych metod: metody

residuéw oraz metody tablicowej wykorzystujacej tablice transformat Laplace’a.
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Metoda residuow

Zalozmy, ze funkcja wymierna F(S) zadana jest w postaci ilorazu dwu wielomiandw zmiennej
zespolonej s

L(s)
M(s)

w ktorym stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika. Pierwiastki licznika funkcji

F(s) = (3.14)

transformaty s3 nazywane zerami a pierwiastki mianownika biegunami?. W metodzie residuéw
korzysta si¢ z nastgpujacego twierdzenia [14,20,35].

Twierdzenie

Jezeli funkcja F(S) jest ilorazem dwu wielomianow L(S) i M(S), przy czym stopien wielomianu
mianownika jest wyzszy niz stopien wielomianu licznika (n>m) to oryginat funkcji f(t) okreslony

jest nastepujacym wzorem
L [F(s)]= Zres [F(s)e“] (3.15)

Sumowanie odbywa si¢ po wszystkich biegunach funkcji operatorowej F(S) niezaleznie od tego,
czy bieguny s3 pojedyncze czy wielokrotne.
Residuum funkcji res[c] wyznacza si¢ korzystajac ze wzorow wynikajacych z wlasno$ci

przeksztalcenia Laplace’a. W przypadku bieguna I-krotnego wzor jest nastepujacy

gd-n

res.. [Pt 1 tim. . (Fes-s)e] (316)

-1!
Szczegodlnie proste zaleznosci otrzymuje si¢ dla bieguna jednokrotnego s;. W takim przypadku
I=1 i wzor na residuum ulega znacznemu uproszczeniu

s, [F(s)e*|=lim, , [F(s)(s—s,)e* | (3.17)

Wzér (3.15) wykorzystujacy residuum funkcji jest stosowalny dla dowolnych biegunéw funkcji
F(s), w tym biegundéw rzeczywistych, zespolonych, jednokrotnych i wielokrotnych. Jednakze

przy biegunach zespolonych obliczenie residuum wymaga wykonania wielu operacji na liczbach

2 W ogolnosci biegun jest rowny takiej wartosci s, dla ktorej funkcja F(S) przyjmuje warto$¢ nieskoficzong. Podobnie
zero oznacza takg wartos$¢ s, dla ktorej F(S) przyjmuje warto$¢ zerows.
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zespolonych, jest procesem do$¢ ztozonym i efekcie metoda ta nie jest konkurencyjna wzglgdem

innych.

Przyklad 3.2

Jako pierwszy przyktad rozpatrzmy wyznaczenie transformaty odwrotnej Laplace’a funkcji F(S)

danej wzorem

F(s) 5s

" (s+1)(s+3)

Zadana funkcja ma dwa bieguny: s, = -1 oraz s, = —-3. Wykorzystujac wzor (3.15) otrzymuje si¢
f(t) =res, , [F(s)e* |+ res, , |[F(s)e*]

Na podstawie wzoru (3.16) mamy

F(s)(s + 3)e5‘]= 5= e ™+ 53 e =-25e"+75"%
(-1+3) (-3+1)

s—s, [

s [F(8)(s +2)e ]+ 1im

f(t)=Ilim
Przyklad 3.3
Funkcja operatorowa F(s) dana jest wzorem

r- 10
(s+3)°(s+4)

Wystepuja 3 bieguny funkcji, z ktorych jeden jest pojedynczy a dwa pozostate rowne sobie

(jeden biegun podwojny): S1=52=-3, S3=-5. Wykorzystujac odpowiednie wzory otrzymuje si¢

nastepujacy schemat obliczen

f(t)=res,_, [F (s)e™ ]+ res, [F (s)e“]:

_ 1 H d 2 st H st]_

_man%E[F(s)(sw) e J+1im,_,_,[F(s)(s+4)e”]=

:Iimsﬁ_gi{ﬂeﬁ}ﬂimH% 10 g0l e ]t 106
ds|s+4 (s+3)

Metoda wykorzystujgca tablice transformat
Metoda residuéw jakkolwiek koncepcyjnie bardzo prosta staje si¢ zmudna, jesli bieguny uktadu

sa zespolone. Jest to szczegdlnie widoczne przy wysokich stopniach mianownika transmitanc;ji.

34



W takich przypadkach zwykle korzystniejsze jest zastosowanie metody wykorzystujacej tablice
transformat Laplace’a.

Przy korzystaniu z tablic transformat nalezy zadang transformatg przedstawi¢ jako sume
sktadnikow o rzedzie nie przekraczajagcym dwu, a nastepnie poprzez elementarne przeksztatcenia
doprowadzi¢ kazdy ze sktadnikow do postaci standardowej znajdujacej si¢ w tablicy transformat
(u nas tablica 3.1) odczytujac z niej oryginal. Metoda jest szczegodlnie wygodna jesli bieguny
uktadu sa zespolone, gdyz w procesie przeksztalcania transformaty nie wystepuje potrzeba
wyznaczania tych biegunéw a wszystkie obliczenia dokonywane s3 na warto$ciach
rzeczywistych. W praktyce przy stosowaniu tej metody funkcje transformaty wyzszego rzedu
(n>2) rozktada si¢ na sktadniki rzedu drugiego i pierwszego. Idea metody zostanie objasniona na

przyktadach liczbowych.

Przyklad 3.4
Obliczy¢ transformate odwrotng Laplace’a dla funkcji F(S) danej w postaci

1
e
Wobec zespolonych pierwiastkbw mianownika wykorzystamy tablice transformat 3.1.
Porownanie postaci danej transformaty z danymi zawartymi w tablicy wskazuje, Zze nalezy ja
doprowadzi¢ do postaci transformaty odpowiadajacej funkcji sinusoidalnej tlumionej
wyktadniczo (wiersz 8 w tablicy). Kolejnos¢ czynnosci jest tu nastepujaca

F(s)=+/4/3 V314 .
(s+05)" + (\/3/_4)

Poroéwnanie tej postaci z wierszem 6smym tablicy 3.1 pokazuje, ze =05 a w=+3/4.

Funkcja oryginatu jest wigc okreslona wzorem

f(t) =V4/3e %% sin(x/3/ 4t)

Przyklad 3.5
Jako przyktad drugi rozpatrzymy transformate trzeciego rzedu o biegunach zespolonych.

B s+3
(s +1)(s* +2s+10)

F(s)
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W tym przypadku przed zastosowaniem metody tablicowej nalezy najpierw roztozy¢ funkcje
zadang na sktadniki o rzedach nie wigkszych niz drugi. Ogo6lng postaé rozktadu zapiszemy w
nastepujacej formie

A Bs+C
F(s)= +—
(s+1) (s“+2s+10)

Wspoétczynniki A, B i C rozkladu nalezy wyznaczy¢ w taki sposdb, aby obie strony zalezno$ci
réwnaty sie sobie. Wspodtczynnik A mozna wyznaczy¢ stosujac metode residuum, zgodnie z ktdra
A= r_ile(s) = I[rq F(s)(s+1) :g
Wobec zespolonych wartosci biegunéw drugiego sktadnika rozktadu, wspotczynniki B i C
najlepiej jest wyznaczy¢ jako roznice funkcji zadanej F(S) i sktadnika pierwszego rzgdu, to jest

Bs+C s+3 219 -2 s+712

(s°+25+10) (5+1)(s>+25+10) (s+1) 9 s?+25+10

Stad funkcja zadana F(S) moze by¢ zapisana w postaci

219 2 s+7/2
F(s) = -——
(s+1) 9s°+2s+10

Ze wzgledu na liniowo$¢ przeksztatcenia Laplace’a transformata odwrotna sumy jest rdwna
sumie transformat odwrotnych kazdego skladnika oddzielnie. Pierwszy skladnik sumy

odpowiada trzeciemu wierszowi tablicy 3.1. Stad

(s+1)] 9

Sktadnik drugi wymaga wykonania wstgpnych przeksztalcen doprowadzajacych jego posta¢ do

wierszy 6smego i dziewigtego w tablicy 3.1. W efekcie tych przeksztatcen otrzymuje si¢

2 s+7/2  2(s+1)+3-5/6_ 2 (s+]) 5 3
9s°+2s+10 9 (s+1)°*+3 9(s+1)>*+3 27 (s+1)>*+3

Transformata odwrotna tego wyrazenia moze by¢ zatem zapisana w postaci

Ll{—3—25+7/2 }le 2 (S+21) Z—E 32 - :—ge"cos(3t)—ie’tsin(3t)
9s5°+2s5+10 9(s+)°+3° 27(s+1)°+3 9 27

Stad na mocy twierdzenia o liniowosci, transformata odwrotna Laplace’a zadanej funkcji F(s)

jest sumg transformat odwrotnych obu sktadnikéw rozktadu
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Lt {|: (s)} - get - é e cos(3t) — % e sin(3t)

3.1.3 Implementacja w Matlabie

Operacj¢ obliczania transformaty odwrotnej Laplace’a mozna efektywnie zaimplementowaé w
Matalbie wykorzystujac do tego funkcje residue dokonujgca rozktadu zadanej transformaty na
utamki proste 1 stosujac metode residuow. Zaktadamy, ze punktem wyjscia jest posta¢ wymierna
transformaty F(s)=L(S)/M(s), nieredukowalna o stopniu licznika mniejszym niz stopien
mianownika. Przy rownym lub wyzszym stopniu licznika nalezy zastosowac dzielenie

wielomianow , realizowane w Matlabie za pomocg funkcji deconv
[R,L1]= deconv (L,M)
W dalszym postgpowaniu zastapi¢ wielomian oryginalny L(S) wielomianem wynikowym L(s).
Funkcj¢ wymierng F(S) mozna roztozy¢ na utamki proste przy pomocy funkcji residue
[r,p,k]= residue (L, M)

otrzymujac (przy mniejszym stopniu wielomianu licznika niz mianownika wielomian reszty k

jest pusty)

F(s)= Zl: S _r(:))(i) (3.18)

Dla powyzszej postaci F(S) transformata odwrotna Laplace'a jest okreslona wzorem

x(t) = 2_r(i)exp(p(i)*t) (3.19)

n
i=1
ktory przedstawia sobg dokladne rozwigzanie symboliczne. W praktyce zamiast podawania
postaci symbolicznej rozwigzania wygodniejsze jest stablicowanie wartosci tego rozwigzania w
okreslonym przedziale czasowym t a nastgpnie wykreslenie jego przebiegu czasowego komenda
plot.
Zatozmy dla przyktadu, ze dana jest transformata Laplace'a sygnalu w postaci
s—1
s*+0.6s* +2.55° +s+0.2

F(s)=

Oryginatl funkcji uzyskamy obliczajac transformat¢ odwrotng Laplace'a. Fragment programu w
Matlabie obliczajacy transformatg odwrotng i kreslacy przebieg napiecia w czasie dla powyzszej

transformaty Laplace'a pokazany jest ponizej
L=[1 -1];
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M=[1 0.6 2.5 1 0.21;
t=0:0.1:50;
[r,p,k]l=residue (L, M) ;
£=0;

for i=1:length(r)

f=f+r (i) *exp(t.*p(i));

end

plot(t,f), grid, xlabel('t'), ylabel('f(t)'")
title ('Przebieg czasowy funkcji f(t)')

Na rys. 3.1 przedstawiono uzyskany przebieg czasowy funkcji f(t)

Przebieg czasowy furkegi ft)
0.4 T T T T ! T ! ! !

Rys. 3.1. Przebieg czasowy funkcji f(t) uzyskany metoda przeksztatcenia odwrotnego Laplace’a

Widoczne sg dwie czestotliwosci zanikajacych drgan wlasnych: w1=1.5268 oraz »>=0.2030 obie
odpowiadajace cze$ciom urojonym biegunoéw funkcji F(s) (bieguny zespolone wystepuja zawsze

w parach sprz¢zonych).

-0.0895 + 1.52681
-0.0895 - 1.52681
-0.2105 + 0.20301
-0.2105 - 0.20301

Matlab posiada rowniez specjalizowang funkcje impulse, obliczajaca i wykreslajaca transformate
odwrotng Laplace’a dla zadanej transformaty. W powyzszym przyktadzie przebieg czasowy

rozwigzania z rys. 3.1 mozna uzyskaé¢ przy wykorzystaniu nast¢pujacych linii programu w

Matlabie
L=[1 -1];
M=[1 0.6 2.5 1 0.21;
sys=tf (L, M)

impulse (sys,50), grid
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Funkcja impulse moze réwniez tablicowaé wartoSci numeryczne rozwigzania. W takim

przypadku wywotanie jej ma posta¢

[f,t]=impulse (sys,50), grid
w ktorej t jest wektorem zawierajagcym wartosci kolejnych chwil, a f wektorem rozwigzan w tych

punktach.

3.2 Transmitancja operatorowa

W przypadku uktadéw liniowych wygodny jest rdwniez opis transmitancyjny definiowany w
dziedzinie czgstotliwosci zespolonej s=c+jo przy uzyciu transformaty Laplace’a. Transmitancja
operatorowa okresla zwigzek miedzy transformata operatorowa sygnalu wyjsciowego
(odpowiedzi), ktora tutaj oznaczymy w ogélnosci przez Y(S) oraz transformata operatorowg
wymuszenia (sygnatu wejsciowego), oznaczong ogoélnie przez U(S). Transmitancja operatorowg
nazywa¢ bedziemy stosunek transformaty sygnatu wyjsciowego do transformaty sygnatu
wejsciowego uktadu przy zerowych warunkach poczatkowych

H(s) = % (3.20)

Jak zostalo pokazane wcze$niej uktady liniowe o skupionych parametrach moga by¢ opisane w

dziedzinie zmiennych stanu przez par¢ rownan macierzowych

dx

—=AX+Bu

a o (3.21)
y =Cx+Du

W stosunku do opisu macierzowego (3.21 zastosujemy przeksztatcenie Laplace’a. Przy
zatozeniu zerowych warunkow poczatkowych 1 uwzglednieniu wlasnosci przeksztalcenia
dotyczacej transformaty pochodnej, z réwnania (3.21) otrzymuje si¢

sX(s) = AX(s) + BU(s) (3.22)
Stad

X(s) = (s1- A)"BU(s) (3.23)
Poddajac rowniez drugie rownanie stanu (3.21) przeksztatceniu Laplace’a otrzymuje si¢

Y(s) =CX(s) + DU(s) (3.24)

Po uwzglednieniu zaleznosci (3.23) otrzymuje si¢
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Y(s) = C(s1- AY'BU(s) + DU(s) = |C(s1- A)*B + DJU(s) (3.25)
Przy uwzglednieniu jednego wejscia (wymiar wektora U réwny jeden) i1 jednego wyjscia (wymiar
wektora y réwny takze jeden) wektor wyjsciowy Y(S) staje si¢ skalarem Y(S), podobnie jak
wymuszenie U(s). Transmitancja operatorowa jest wiec wowczas okreslona w postaci

H(s) = % ~[c(s1-A)'B+D] (3.26)

We wzorze tym macierz D uproscita si¢ do skalara. Zauwazmy, ze mianownik transmitancji
operatorowej jest rowny wielomianowi charakterystycznemu macierzy A, to jest
M(s) =det(s1—A) (3.27)

Pierwiastki tego mianownika (bieguny uktadu) sg tozsame z wartosciami wlasnymi macierzy
stanu A. Stad warunki stabilno$ci uktadu zdefiniowane przy uzyciu opisu stanowego przenosza
si¢ bezposrednio do opisu czestotliwosciowego po zastgpieniu pojecia wartosci wilasnej przez
biegun (pierwiastek M(s). Wzor (3.27) stanowi zwigzek migdzy opisem stanowym uktadu a
opisem transmitancyjnym.

Wtlasnosci dynamiczne uktadow wygodnie jest bada¢ na podstawie odpowiedzi
impulsowej h(t) lub skokowej y(t). Odpowiedz impulsowa jest to odpowiedZ czasowa uktadu na
wymuszenie w postaci funkcji impulsowej Diraca, ktorej transformata Laplace’ jest rowna 1.
Przy uwzglednieniu tego faktu z definicji transmitancji wynika, ze Y(s)=H(s). Stad odpowiedz
impulsowa h(t)=y(t) jest rowna transformacie odwrotnej Laplace’a transmitancji operatorowej
H(s).

h(t) = L[Y (s)]= L*[H(s)]

Odpowiedzia skokowa uktadu nazywamy odpowiedZ czasowa tego uktadu na wymuszenie w
postaci skoku jednostkowego 1(t) przy zerowych warunkach poczatkowych obwodu. Biorgc pod
uwagg, ze transformata Laplace’a funkcji jednostkowej 1(t) jest rowna 1/s otrzymuje si¢

_Y() _Y6) _1
H(s) = CRET = Y(s)=CH() (3.28)

Odpowiedz skokowa jako transformata odwrotna Laplace’a sygnatu Y(S) jest rowna

CREVCER ] (3:29)
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Odpowiedz skokowa ukladu jest wigc transformata odwrotng Laplace’a transmitancji
operatorowej H(s) tego uktadu, podzielonej przez zmienng zespolong S. Podobnie jak odpowiedz
impulsowa odpowiedZz skokowa jest okres§lona w pelni przez transmitancj¢ operatorowa H(S)

uktadu.

3.3 Transformacje opisow ukladu w dziedzinie czestotliwosci zespolonej
Opis czestotliwosciowy liniowych uktadéw dynamicznych o parametrach skupionych ma
nastepujaca postac transmitanyjna

L(s) b,s"+by, s" 4.+ s +Dy
M(s) as"+a, s"" +..+as+a,

H(s) = (3.30)

reprezentowany w Matlabie poprzez dwa wektory liczbowe L=[bm, bm-1, ..., b1, bo] oraz M=[an,
an-1, ..., a1, ao]. Pierwiastki licznika L(s) nazywane sg zerami ukladu a pierwiastki mianownika
M(s) biegunami.

Inng alternatywng reprezentacja cze¢stotliwosciowa uktadu dynamicznego jest postaé zero-
biegunowa. Oznaczajac zera uktadu przez zi a bieguny przez pi postaé¢ zero-biegunowa dla

uktadu dynamicznego mozna przedstawi¢ nastepujaco

H(s) =k (S—Zl)(S—ZZ)...(S—Zm) (3.31)

(s— p)Ns—p,)-As—py)

Reprezentacja zero-biegunowa w Matlabie zadana jest trojka parametréw [p, z, k], w ktorej z

reprezentuje zbior zer, p — zbidr biegunéw a k jest wspotczynnikiem wystepujacym we wzorze na

transmitancj¢ H(s). Istnieje wiele metod transformacji dowolnego opisu uktadu do postaci zero-

biegunowej. W Matlabie przy wyjSciowej postaci transmitancyjnej role taka petni funkcja tf2zp.
W zastosowaniach praktycznych, zwlaszcza w syntezie ukladow, wygodng forma

reprezentacji systemu dynamicznego jest posta¢ rozkladu na ulamki proste. Mozna ja

przedstawi¢ nastepujaco

r

H(s)=K(s)+—1—+—2 4 4 Tn (3.32)
s—p S-P, s—p,

Zmienne pi sg biegunami uktadu, ri — residuami a K(s) reprezentuje wielomian, ktéry ma postac
niezerowg jedynie w przypadku, gdy stopien licznika jest wigkszy lub réwny stopniowi
mianownika. W Matlabie mozna uzyska¢ posta¢ ulamkoéw prostych przy zastosowaniu funkcji

residue.
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W postaci (3.32) zatozono, ze bieguny sg pojedyncze. Bieguny wielokrotne sg rowniez
obstugiwane przez t¢ funkcje a posta¢ odpowiedniego wielomianu podana jest w help funkcji
residue.

Istnieje wzajemna roéwnowazno$¢ obu opisOw czasowego 1 czestotliwosciowego.

Transformacja opisu stanowego w transmitancyjny jest jednoznaczna i dana wzorem
H(s)=C(s1—-A)'B+D (3.33)
Transformacja odwrotna, czyli przejscie z opisu transmitancyjnego na opis stanowy jest
wieloznaczna (wiele rozwigzan). Matlab przyjmuje posta¢ stowarzyszong wierszowo. W
przypadku skalarnej transmitancji operatorowej (jedno wejscie i jedno wyjscie uktadu) danej
wzorem (3.30) o stopniu licznika mniejszym niz stopien mianownika macierze stanu

przyjmowane sa w nastepujacej postaci

- a.n_l - an_2 - a.o 1

1 0 0 O
A= , B = ,C=lb., b ., .. , D=0 3.34
0 1 .. 0 o) bbby b (3:34)

0 0 0 O

Warto$ci wspotczynnikéw wielomianu licznika i mianownika transmitancji operatorowej w pelni
opisuja wigc postac stanowg opisu uktadu.

Jako przyktad rozpatrzmy uktad dynamiczny opisany funkcja transmitancji operatorowe;
H(s) dang w postaci

L(s) st +4
M(s) s°+2s*+3s%+8s2+7s+5

H(s) =

Dane wejsciowe dla programu nalezy poda¢ w postaci wielomianéw licznika L(s) oraz

mianownika M(s), przedstawionych w formie tablicy

L=[1 0 0 0 4]
M=[1 2 3 8 7 5]

Przejscie do opisu stanowego otrzymuje si¢ komenda
[A,B,C,D]=tf2ss(L,M)

generujaca opis stanowy o postaci

A= B = c = D =
-2 -3 -8 -7 -5 1 1 0 0 0 4 0
1 0 0 0 0 0
0o 1 0 0 0 0



Transformacje opisu transmitancyjnego w zero-biegunowy otrzymuje si¢ przy uzyciu komendy
[z,p, k]=tf2zp (L, M)

W wyniku otrzymuje si¢

z = p = k =
-1.0000 + 1.00001 -1.9606 1
-1.0000 - 1.00001 0.4828 + 1.68121

1.0000 + 1.00001 0.4828 - 1.68121
1.0000 - 1.00001 -0.5024 + 0.76231
-0.5024 - 0.76231

Rozktad na utamki proste otrzymamy przy wywotaniu funkcji residue

[r,p,k]=residue (L, M)

Wynik dany jest w postaci
r = p = k =
0.7884 -1.9606 [
0.0670 + 0.32301 0.4828 + 1.68121
0.0670 - 0.32301 0.4828 - 1.68121
0.0388 - 0.39761 -0.5024 + 0.76231
0.0388 + 0.39761 -0.5024 - 0.76231

Odpowiada on nastepujacej postaci transmitancji H(s)

07884 0067+j033 0067-j0323 0038803076 00388+ 03976
(s+19606) (5-0,4828- jL,6812) (5—0,4828+ j1,6812) (s+0,5024- j0,7623) (s+0,5024+ j0,7623)

H(s) =

Ze wzgledu na zespolone warto$ci biegundéw posta¢ H(s) operuje warto§ciami zespolonymi
wspotczynnikéw. W tym przypadku wygodniejsza jest posta¢ bikwadratowa transmitancji, w
ktorej wszystkie wspotczynniki sg rzeczywiste. Mozna ja otrzymac na przyktad przy pomocy

komendy
[sos,gl=zp2sos (L, M)

W wyniku otrzymuje si¢

SOs =
0 1.0000 0 1.0000 1.9606 0
1.0000 -2.0000 2.0000 1.0000 -0.9655 3.0594
1.0000 2.0000 2.0000 1.0000 1.0049 0.8336
g =
1
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Macierz sos sktada si¢ z wierszy reprezentujgcych poszczeg6lne transmitancje bikwadratowe
uktadu dyskretnego (pierwsze 3 kolumny to wspotczynniki licznika, pozostate 3 - wspotczynniki
mianownika). W przypadku systemu ciagtego interpretacja uzyskanego wyniku odpowiada
nastepujacej postaci transmitancyjne;j

H(s) = 1 (sz—2s+2) . (sz+25+2)
~ (s+2,9606) (s* —0,9655s +3,0594) (s> —1,0049s +0,8336)

3.4. Transmitancje ukladow dynamicznych drugiego rzedu
Szczegdlnym przypadkiem transmitancji operatorowej jest transmitancja drugiego rzgdu, zwana
bikwadratowa, szczegdlnie czgsto wykorzystywana w teorii systemow. Ogodlna postaé tej

transmitancji dana jest wzorem

L(s) b,s®+bs+h,

H = =
®) M(s) s®+aS+a,

(3.35)

W przypadku wykorzystania tej transmitancji w teorii filtréw wielomiany licznika i mianownika

zaktada si¢ w specjalnej postaci. W przypadku mianownika przyjmuje si¢

M (s) = s2 +%s+a)§ (3.36)

Wielkos¢ @, jest pulsacja $rodkowa (rezonansowa) filtru a Q dobrocig. Posta¢ licznika
transmitancji jest uzalezniona od rodzaju filtru. Tutaj rozpatrzymy przyktadowo cztery
podstawowe rodzaje filtréw i ich transmitancje. Sg to

e Filtr dolnoprzepustowy

Hee (8) = /:AD—(QS); (3.37)

Wielkos¢ A, jest wzmocnieniem filtru w pasmie przepustowym i mierzona jest dla S=0.

e Filtr sSrodkowoprzepustowy

Ap—S
He(s) = Y (2) (3.38)
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Wielkos¢ A, jest wzmocnieniem filtru w pasmie przepustowym i zdefiniowana jest dla pulsacji
S= ja,.

e Filtr gérnoprzepustowy

He () = f/l‘s—(ss) (3.39)

Wielkos¢ A, jest wzmocnieniem filtru w pasmie przepustowym i mierzona jest dla pulsacji
réwnej S=o0.
e Filtr srodkowo-zaporowy

s’ + w?
M (s)

He ()= (3.40)

Filtr ten blokuje przeptyw sygnatéw o czgstotliwosciach w poblizu pulsacji zaporowej o, .
Charakterystyki czgstotliwosciowe filtrow otrzymuje si¢ po wstawieniu S= jo do

transmitancji operatorowej odpowiadajacej danemu rodzajowi filtru. Modut zalezno$ci wyznacza

charakterystyke amplitudowa a kat fazowy — charakterystyke fazowa.
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4. KRYTERIA ALGEBRAICZNE STABILNOSCI SYSTEMOW LINIOWYCH
CZASU CIAGLEGO (Stability criteria of analog linear systems)
Stabilno$¢ uktadéow liniowych mozna bada¢ bezposrednio na podstawie transmitancji
operatorowe]j bez potrzeby obliczania biegunow (wartosci wlasnych). Celowi temu stuzg liczne
algebraiczne kryteria stabilnosci, z ktérych ograniczymy sie tutaj do dwu: kryterium Hurwitza i

kryterium Routha.

4.1 Kryterium Hurwitza
Jednym z najprostszych jest kryterium Hurwitza. W roku 1895 Adolf Hurwitz podat warunki
jakie musi spetnia¢ wielomian, aby jego pierwiastki lezaly w lewej polptaszczyznie
zmiennej zespolonej s. Przyjmijmy wielomian mianownika M(s) transmitancji operatorowej w
postaci
M(s)=a,s"+a_s"" +---aS+a, (4.1)
Wielomian (4.1) nazywamy wielomianem Hurwitza, albo wielomianem stabilnym, jesli jego

pierwiastki leza w lewej potplaszczyznie zmiennej zespolonej S.

Warunek stabilnosci Hurwitza

Wielomian M(s) o postaci (4.1) jest wielomianem stabilnym, jesli wszystkie wspotczynniki aj
istnieja 1 sg wigksze od zera a wszystkie minory gtowne sa dodatnie , tzn. A1>0, A>>0,..., An-1>0.
Minory gtéwne oblicza si¢ wedtug nastepujacych wzordéw:

Macierz Hurwitza:

Minory glowne:

A1 = an—l 1
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Az — n-1 an
n-3 a'r|—2
n-1 an 0
A,=la,, a,, a,
n-5 n-4 a‘n—s

A, =det(H)

Bezposrednie zastosowanie twierdzenia Hurwitza wymaga obliczenia n—1 wyznacznikow
macierzy Hurwitza.

Przyklad 4.1

Okresli¢ stabilnoé¢ systemu o M(s)=s% + s2 + 4s + 20

Warunek pierwszy jest spelniony, gdyz wielomian ma wszystkie wspotczynniki dodatnie.

Obliczamy wyznaczniki A1l Az

A1=1>0
1 1

A, = =-16
20 4

Warunek drugi nie jest spelniony. Wielomian nie spelnia warunkoéw stabilnosci. Jego wszystkie
pierwiastki nie lezg w lewej potplastycznie.

Przyklad 4.2

Przy uzyciu kryterium Hurwitza sprawdzi¢ warunek doboru k, aby system o mianowniku M(s)
transmitancji byl stabilny

M(s)=s* + 2s%+ks? + 45 + 5

Wszystkie wspotczynniki musza by¢ dodatnie, wige k>0. Obliczmy wyznaczniki

A =2>0

Mo=|2 ll=2k-4>0-k>2
4 k
2 1 0

Ag=|4 k 2|=8k—=36>0—k>4.5
0 5 4

Stad system bedzie stabilny pod warunkiem, ze k>4.5.
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Wady kryterium Hurwitza:
e Klasyczne kryterium Hurwitza wymaga obliczenia n-1 wyznacznikéw stopnia od 1 az do
n-1 wiacznie
e Obliczenie wyznacznika stopnia k jest o ztozonosci k2.

e Niedogodne dla wielomianow wysokiego stopnia

4.2. Kryterium Routha
Wymienionych wyzej wad nie posiada kryterium Routha, ktore wymaga sprawdzenia wigkszej
liczby wyznacznikow, ale wylacznie stopnia drugiego, tatwego w obliczeniach. Aby sprawdzié¢
stabilno$¢ systemu nalezy w pierwszej kolejnosci skonstruowac tablice Routha.
Uktad jest stabilny, wtedy 1 tylko wtedy, gdy spetnione sg nastgpujace dwa warunki:
e warunek konieczny (analogiczny jak w kryterium Hurwitz’a): wszystkie wspotczynniki
réwnania charakterystycznego (4.1) istniejg i s3 wigksze od zera,
e warunek dostateczny: polega na utworzeniu i zbadaniu tablicy Routh’a. Na tej podstawie
podejmuje si¢ decyzje o stabilno$ci
Pierwszym etapem w kryterium Routh’a jest umieszczenie wspotczynnikow rdéwnania
charakterystycznego (4.1) w dwoch wierszach. Jeden wiersz sktada si¢ z nieparzystych
wspotczynnikow, a drugi sktada z parzystych wspolczynnikoéw liczac od najwyzszej potegi
wielomianu charakterystycznego. Dla rownania charakterystycznego (4.1) pierwsze dwa wiersze
tablicy Routh’a sa postaci:

¢} a a,_, d

n n—>2 tp—- n—6

Ap_y dy3 dy 5 dy, 7

Kolejnym etapem jest wypelnienie nastepnych wierszy tablicy Routh’a, mianowicie:
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fi

a 0

Elementy kolejnych wierszy tablicy obliczane sg wedtug nastgpujacych wzordw:

ay, ay, >
a a
n—1 n-3
bl =
Ay,
Ay | dp_3
D, b,
Ci1 =
1
b,

b,

a, |

b,

dy_s

by
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Ay dp_q
by =
an—l
Ap1 dp7
D, b,
Cq =
3
b,



( C ( Cq C C,
1 2 1 3 1 4
([1— % (12: . (]';:
C C| o
Ci ) Ci C13 C Cy
C!I (;2 C[l ({-‘w (11 C[_l
()1: (.JE: (j:;:
d, d,
: €1 €3
.f1:
(.’I

Liczba wierszy tablicy Routha jest réwna licznie wspotczynnikoOw rownania charakterystycznego
(stopien wielomianu plus 1). Ostatni wiersz tablicy zawiera tylko jeden element ap wielomianu
charakterystycznego. Po obliczeniu wspotczynnikow tablicy Routh’a stosujemy warunek

wystarczajacy Kkryterium stabilnos$ci w postaci:

Uklad dynamiczny jest stabilny, gdy wszystkie wspolczynniki lewej skrajnej kolumny
tablicy Routha sa dodatnie. Jesli uklad jest niestabilny, to wspolczynniki tej kolumny
zmieniaja znak, a liczba zmian ich znaku réwna jest liczbie pierwiastkow polozonych w

prawej polplaszczyznie zmiennej zespolonej.

Przyklad 4.3
Dane jest nastepujace réwnanie charakterystyczne uktadu:
M(s)= 2s* + s3+3s? +5s + 10
Korzystajac z kryterium Routh’a zbadamy stabilnos¢ tego uktadu.
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1) Warunek konieczny jest spetniony, poniewaz wszystkie wspotczynniki rownania
charakterystycznego istnieja i s wicksze od zera.
2) Nalezy teraz zbudowac tablice Routha na podstawie wspotczynnikow
a, d,H U, 4

n

ay n-3

ktore w naszym przyktadzie majg postac

2 3 10
1 50

Kolejne elementy tablicy obliczane sg wedtug wzorow

a, dy_> 2 3 a, ad, 4 2 10
bl _ Ay dp_3 |1 5 :_7’ b»,: i ady_s :_ | 0‘10
dy_y l - dy_g I
_ Ap_ “nf‘»‘ ‘ 1 5
b, b ~-7 10
¢, = 3 =———=643

Stad pelna tablica Routha dla tego przypadku przyjmuje postac:

a, a,, d,4 2 3 10

a, , 4,3 Q,_s 1 5 0
b, b, = -7 10
Cy 6,43

a 10

Mamy dwie zmiany znakéw w lewej skrajnej kolumnie, co oznacza, ze rdwnanie
charakterystyczne ma dwa pierwiastki w prawej potptaszczyznie, zatem uktad jest niestabilny.
Potwierdzeniem tego jest polozenie pierwiastkow wielomianu mianownika M(s) w lewej
polptaszczyznie. Zgodnie z komenda Matlaba roots(M) uzyskuje si¢ nastgpujace potozenia
biegunow:

bieguny=[0.7555+1.4444i; 0.7555-1.4444i; -1.0055+0.9331i; -1.0055-0.9331i

51



W trakcie tworzenia tablicy Routha moze si¢ zdarzy¢, ze tylko pierwszy element wiersza jest
zerowy, pozostate rozne od zera. Mozna wowczas zero zastgpi¢ poprzez malg warto$¢ € i
kontynuowa¢ rozwijanie tablicy, obliczajac na koncu granice przy € dazacym do zera. Wynik
koncowy tablicy interpretowany jak w zwyktym przypadku.

W trakcie obliczen moze zdarzy¢ si¢ rowniez przypadek, ze caly wiersz przy
odpowiedniej potedze bedzie zerowy. W takim przypadku dla tego wiersza tworzy si¢ wielomian
P(s) o wspolczynnikach réwnych wspotczynnikom wiersza powyzej (zmiana potgg o dwa).
Wiersz zerowy zastepuje si¢ wspotczynnikami wielomianu powstatego po zrézniczkowaniu P(s)
wzgledem s.

Procedura jest wowczas nastepujaca:
1. Tworzy si¢ rownanie pomocnicze P(s) = 0 przez uzycie wspdtczynnikdw z wiersza
znajdujacego si¢ powyzej wiersza zerowego.
2. Wyznacza si¢ pochodng rownania pomocniczego wzgledem s; daje to dp(s) / ds.=0.

Zastegpuje si¢ wiersz zerowy wspotczynnikami wielomianu dp(s) /ds O .

4. Kontynuuje si¢ wypetnianie tablicy Routha z uzyciem nowo utworzonego wiersza
wspotczynnikami zastepujacymi wiersz zerowy.
5. Interpretuje si¢ zmian¢ znakéw wspotczynnikéw w pierwszej kolumnie tablicy Routha w

zwykty sposob.

Przyklad 4.4
M(s)=s*+ 3s3+6 s?+12s+8

Tablica Routha ma postac

st 16 8

s 3120

s? 280

st 00 -> P(s)=2s?+8 -> dP(s)/ds.=4s
st 4

g0 8

Wszystkie znaki w pierwszej kolumnie identyczne, stad uktad stabilny.
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5.SYSTEMY ZE SPRZEZENIEM ZWROTNYM (Feedback systems)

5.1 Pojecia podstawowe

W teorii systeméw dynamicznych wazng rol¢ odgrywaja uklady ze sprze¢zeniem zwrotnym.
Znajduja one powszechne zastosowanie m.in. w automatyce, mechanice, elektronice, biologii,
naukach spotecznych itp. Sprzgzenie polega na zwrotnym oddzialywaniu skutku okreslonego
zjawiska na jego przyczyng¢ i zachodzi gdy sygnal wyjsciowy ukladu oddzialywa zwrotnie na
jego sygnal wejsciowy. Rozréznia si¢ sprzezenie dodatnie i ujemne. Przy sprzezeniu dodatnim
skutek podtrzymuje przyczyne, powodujac zwykle dalsze narastanie skutku. Sprz¢zenie ujemne
dziata stabilizujgco na proces powodujac, ze skutek zjawiska przeciwdziata jego przyczynie.

Sprzezenie zwrotne jest dodatnie, gdy faza sygnatlu zwrotnego doprowadzonego z
wyjscia do wejscia uktadu jest zgodna z fazg sygnatlu wejsciowego. Przy zgodnos$ci faz obu
sygnatow sterujacych obiektem, efektywny sygnat sterujacy ulega zwigkszeniu. Oznacza to, ze
wspotczynnik b - okreslajacy jaka cze$¢ sygnatu wyjsciowego zostaje doprowadzona na wejscie -
jest dodatni. Dodatnie sprzezenie zwrotne jest podstawa dzialania generatorow, przy czym
warunki generacji mozna wyrazi¢ nastgpujaco: uktad dziata jak generator, gdy sprz¢zenie
zwrotne jest dodatnie 1 dostatecznie silne aby podtrzymywac¢ drgania.

Sprzezenie zwrotne jest ujemne, gdy faza sygnalu zwrotnego doprowadzonego z
wyjscia do wejscia uktadu jest przeciwna w pordéwnaniu z fazg sygnatu wejsciowego. Ujemne
sprzezenie zwrotne powoduje zmniejszenie wzmocnienia obiektu. Wynika to z faktu, ze w
uktadzie z ujemnym sprzezeniem zwrotnym doprowadzona na wejScie czg§¢ sygnatu
wyjsciowego ma przeciwng faze niz sygnal wejsciowy a wigc odejmuje si¢ od sygnatu
wejsciowego. W rezultacie na wejsciu obiektu wystepuje mniejszy sygnat niz w przypadku braku
ujemnego sprzezenia zwrotnego. Przy mniejszym sygnale wejSciowym roéwniez sygnat
wyjsciowy ma mniejszag wartos¢. Ze wzgledu na to, ze zrddlo sygnalu nie jest objete petla
sprz¢zenia zwrotnego, przy tym samym napigciu Zrédla otrzymujemy mniejsze napigcie
wyjsciowe, a zatem wzmocnienie uktadu ulega zredukowaniu.

Ujemne sprzezenie zwrotne, szeroko stosowane w uktadach wzmacniajacych, wplywa na
ogo6t korzystnie na wigkszo$¢ parametrow systemu:

e poprawia stabilno$¢ systemu (ukiad jest mniej wrazliwy np. na wahania napiec
zasilajacych 1 zmiang temperatury);
e pozwala ustabilizowac system (system otwarty niestabilny, zamknigty moze by¢ stabilny)
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e zmniejszajg si¢ szumy i znieksztalcenia (tak liniowe, jak i nieliniowe);

e zwicksza si¢ gorna czestotliwos¢ graniczna systemu (czyli ulega poszerzeniu pasmo).

e mozliwe jest ksztalttowanie charakterystyki czestotliwosciowe;;

e mozliwa jest modyfikacja impedancji wejSciowej (zwigkszenie) 1 wyjSciowe]
(zmniejszenie wartosci).

Tego typu rozwigzanie znajduje szerokie zastosowanie w uktadach sterowania i stanowi istote
regulacji automatycznej. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy ogoélny model uktadu
zamknigtego ze sprzezeniem ujemnym. Przykladowy schemat uktadu ze sprzezeniem zwrotnym

przedstawia rys. 5.1

u Ho(s) >y

K(s) |a—

Rys. 5.1 Ogo6lny schemat uktadu ze sprzg¢zeniem zwrotnym

Transmitancja uktadu otwartego obiektu (plant) bedzie oznaczona jako Ho(S) lub Go(s) a blok
sprz¢zenia zwrotnego (controller) okreslony transmitancjg K(s). Sprzezenie zwrotne jest ujemne
(znak minus w torze sprzg¢zenia). Przy takich zalozeniach transmitancja zastepcza H(s) uktadu
wyrazona jest w postaci

Y(s) _  H,(s)
U(s) 1+K(s)H,(s)

H(s) = (5.1)

W przypadku gdy tor sprzezenia zwrotnego ma transmitancj¢ K(s)=1 transmitancja
uktady zamknigtego przyjmuje uproszczong postac

Y(s) __H,(5)

H(s) = U(s) 1+H.(s)

(5.2)

Sprzezenie zwrotne ma istotny wptyw na dzialanie uktadu zamknigtego. Moze stuzy¢ zaréwno
stabilizacji obiektu (gdy dziatanie samodzielne jest niestabilne lub bliskie granicy stabilnosci) lub
zmianie charakteru dzialania systemu (np. skrocenie czasu trwania stanu nieustalonego, zmiana

charakteru odpowiedzi z oscylacyjnej na aperiodyczng lub odwrotnie).
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Przyjmowa¢ bedziemy transmitancje obiektu i kontrolera (regulatora) w postaci
wymiernej L(s)/M(s). W uktadach sterowania regulator jest czesto wiaczany kaskadowo z

obiektem przy jednostkowej transmitancji toru sprzezenia (rys. 5.2).

K(s) [ Go(s) >y

Rys. 5.2 Schemat kontrolera wiaczonego kaskadowo z obiektem w uktadzie ze sprzgzeniem zwrotnym

Oznacza to, ze transmitancja takiego uktadu zamknigtego wyraza si¢ wzorem

Y(s) __K(s)G,(s)

= (5.3)
U(s) 1+K(s)G,(s)

H(s)=

podczas gdy transmitancja ukladu otwartego jest rowna Ho(S)=K(S)Go(S). W dalszym ciggu
rozwazac bgdziemy model sprzezenia przy jednostkowej transmitancji sprz¢zenia zwrotnego. Po
otwarciu petli sprzezenia zwrotnego transmitancja uktadu otwartego jest rowna Ho(S)=K(S)Go(S).
W praktyce inzynierskiej wykorzystuje si¢ cztery standardowe typy regulatoréw. Sa to
e Regulator proporcjonalny P o transmitancji (proportional controller)
K(s)=kp (5.4)

e Regulator proporcjonalno-catkujacy PI o transmitancji (proportional-integral controller)

1
K(s)=k, |1+— 5.5
SRAAEY 5
e Regulator proporcjonalno-rézniczkujacy PD o transmitancji (proportional-derivative
controller)
K(s)=k,(1+T,s) (5.6)

e Regulator proporcjonalny catkujaco-roézniczkujacy PID o transmitancji (proportional-

integral-derivative controller)

K(s):kp[1+i+TdsJ (5.7)
Ts
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5.2 Kryterium stabilnosci Nyquista
Badanie stabilnosci uktadu zamknigtego jest mozliwe na podstawie transmitancji widmowej
uktadu otwartego (po przerwaniu p¢tli sprzezenia) na podstawie twierdzenia Nyquista. Kryterium
Nyquista jest bardziej praktyczne niz Hurwitza czy Routha, gdyz nie wymaga znajomosci
transmitancji operatorowej uktadu a wnioskowanie o stabilno$ci opiera na charakterystyce
widmowej uktadu otwartego Ho(s=jm). Charakterystyki widmowe (amplitudowa i fazowa) tatwo
jest zmierzy¢ dla konkretnego uktadu.
Kryterium Nyquista
e Jesli uktad otwarty jest stabilny asymptotycznie to pozostanie tak samo stabilny po
zamknigciu, gdy charakterystyka obiektu otwartego Ho(s=jw) dla 0 <@ <o nie obejmuje
punktu (-1,j0) na ptaszczyznie zespolonej [Re(Ho(jm)), Im (Ho(jw))].
e Gdy charakterystyka Ho(jo) przechodzi przez punkt (-1,j0) to uktad zamknigty jest na
granicy stabilnosci (jest stabilny, ale nie asymptotycznie — w uktadzie wystepuja drgania
o stalej amplitudzie).
e Gdy charakterystyka Ho(jo) obejmuje punkt (-1,j0) to uktad zamknigty jest niestabilny.
lustruje to rys. 5.3.

® |
@ ukiad lam‘wu.{: "rd,.l\j ‘”‘imf‘h‘; v?,‘.c .
@ uklad zamknichy ma ;rvu.w«y staky lneru

@ wlled mu sfnh[;\q

Rys. 5.3 Ilustracja graficzna kryterium Nyquista dla réoznych przypadkow stabilnosci uktadu

Przyklad 5.1

Jako przyktad rozpatrzymy obiekt z op6znieniem o transmitancji
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H.(s) = sTk+1eSTl

2

dla Ti=n, T>=2m, k=1. Rozpatrzymy rowniez wplyw wzmocnienia k na stabilno§¢ uktadu

zamknietego.

a) Stabilno$¢ ukladu otwartego wedlug kryterium Hurwitza wymaga, aby wspotczynniki
mianownika byly dodatnie, co jest spelnione -> uktad otwarty jest wiec stabilny.
b) Sprawdzenie stabilnosci uktadu zamknigtego wymaga obliczenia transmitancji widmowe;j

Ho(jo). Oznacza to, ze

. k . k . e .
H = e = —_ _|(coswT, — T, sinwT, )— j(sineT, + oT, coswT, )|= P(®) -
(o) = o =y [00seT, — 0T, sinaT, )= fsinaT, + oT, cosal, )= Plo) - jQ(@)

Dla ®=0 mamy Ho(jo)=k. Poszukujemy przecigcia charakterystyki amplitudowo-fazowej z osiag
rzeczywistg dla pulsacji krytycznej o=wk, €0 0znacza Im[Ho(jwk)]=0, czyli

(sinoT, +®T,cosaT,)=0-> (0T, +tge,T,)=0
Rozwigzanie powyzszego roOwnania nieliniowego dla przyjetych wartosci statych czasowych
Ti1=n 1 To=2 & daje ©k=0.585 rad/s/. Wstawiajgc t¢ warto$¢ do wzoru na Ho(jok) otrzymuje si¢ dla
znamionowej wartosci k=1, Re[HO(ja)k)]=—0.267. Oznacza to spelnienie warunku stabilno$ci
asymptotycznej uktadu zamknigtego, gdyz -1<-0.267<0.

Nastepny problem dotyczy okreslenia maksymalnej warto$ci wzmocnienia k przy ktorej

system zamknigty pozostaje jeszcze stabilny. Oznacza to rozwigzanie zadania

! ] =3.75. Stad maksymalna warto$¢

kRe[H, (jak] =-1, z ktd t je sie k=——F—"——
[0(1 ] z ktérego otrzymuje si¢ Re[Ho(jwk

k dla zadanych statych czasowych systemu jest rowna 3.75.
W ogdblnosci kryterium Nyquista jest zdefiniowane rowniez dla systemu otwartego niestabilnego

(cze$¢ biegundw w prawej potplaszczyznie). Jego tres¢ mozna w tym przypadku przedstawic

nastepujaco:
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System czasu ciagtego z ujemnym sprzezeniem zwrotnym jest
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres charakterystyki
amplitudowo-fazowej (charakterystyki Nyquista) systemu otwartego
Hy(jw), w € (—o0,0) okraza punkt s = (—1, j0) doktadnie m
razy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara, gdzie m
jest liczba biegunéw funkcji Hy(s) potozonych w prawej
potptaszczyznie Re(s) > 0

Tego typu zadanie jest malo praktyczne, gdyz wymaga z goéry znajomosci transmitancji

operatorowej i jej biegunow.

Przyklad 5.2

Zbada¢ stabilno$¢ uktadu zamknigtego o transmitancji obiektu G, (S)= 10 [

3s®+2s* +s+1

transmitancji K(s)=1.9s+1 kontrolera wtaczonego kaskadowo z obiektem wg rys. 5.2 stosujac

metode Nyquista. Transmitancja uktadu otwartego reprezentowanego przez to potaczenie ma
postaé

10(1.9s +1)
3s°+2s° +s+1

G,(s)=

Uktad otwarty jest niestabilny, gdyz jego 2 bieguny leza w prawej potplaszczyznie: s1=-0.7839,
52=0.0586 + j0.6495, s3=0.0586 - j0.6495.

Wykreslenie krzywej Nyquista przy wykorzystaniu linii komend Matlaba

L=[19 10];

M=[3211];
sys=tf(L,M)
%w=-10000:0.01:10000;
nyquist(sys);

Przebieg krzywej wykreslony w Matlabie przedstawiony jest na rys. 5.4.
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Myejuist Disgram
a0 T T

B0 -

an

a0r

Imaginary Axis
=

Real Axiz

Rys. 5.4 Przebieg krzywej Nyquista w przyktadzie

Przebieg krzywej pokazuje, ze uktad zamkniety jest stabilny. Potwierdzeniem jest jego
transmitancja uktadu zamknietego o postaci

(195 +10)(3s° + 252 +5+1)
3s® +2s*+20s +11

ktorej bieguny sa rowne: s1= -0.0558 + j2.5694, s>= -0.0558 - j2.5694, s3= -0.5552.

H(s)=

Przyklad 5.3

Zbada¢ stabilno$¢ uktadu zamknigtego ze wzmocnieniem jednostkowym w torze sprzezenia
zwrotnego, jesli uklad otwarty jest stabilny a jego transmitancja wyrazona jest w postaci
Ho(S)=Lo(S)/Mo(S), gdzie Lo(S)=s"3-65"2+115-6, Mo(S)= s"4+3.85"3+5.565"2+5.085+2.32
Wywotanie linii programu w Matlabie

sys=tf(Lo,Mo)

nyquist(sys), grid

generuje wynik w postaci wykresu Nyquista przedstawionego na rys. 5.5.
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Myruist Diagram
T T

Imaginary &xis

Real Axis

Rys. 5.5 Wykres charakterystyki Nyquista dla stabilnego systemu otwartego opisanego transmitancja Ho(S). System

zamkniety jest niestabilny.

System zamknigty jest ewidentnie niestabilny, gdyz wykres charakterystyki amplitudowo-
fazowej okraza punkt (-1, jO), a w przypadku ukladu otwartego stabilnego nie powinien.
Potwierdzeniem tego jest mianownik transmitancji uktadu zamknigtego H(s)=Lo(S)+Mo(S)=
sM+4.85"3-0.445"2+16.08s-3.68, ktorego pierwiastki sg rowne s1=-5.4458, s2=0.2096 + j1.714,
$3=0.2096-j1.7140, s4=0.2266 (trzy bieguny w prawej polptaszczyznie).

5.3 Zapas stabilnosci

Zapas stabilno$ci uktadu charakteryzuje odlegtosci modutu i fazy krzywej Nyquista od punktu
krytycznego (-1, jO) na plaszczyznie zmiennej zespolonej s. Wyrdznia si¢ zapas modutu
(amplitudy) 1 fazy. Obie wielko$ci wyznaczane sg na podstawie krzywej Nyquista dla uktadu

otwartego. Idea definicji zapasu stabilnosci przedstawiona jest na rys. 5.6.
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Nyquist Diagram
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Rys. 5.6 Ilustracja pojgcia zapasu amplitudy i fazy.

Zapas modulu jest zdefiniowany w postaci

_a_l
d d

Uktad ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, gdy a>1; jest na granicy stabilnos$ci, gdy a=1; jest

(24

niestabilny, gdy a<l. Wzér ten ma zastosowanie, gdy mamy wyznaczong charakterystyke
widmowg obiektu otwartego.

Zapas fazy jest zdefiniowany w postaci

Qw,)
P(w,)

gdzie P(w,) oznacza czgS¢ rzeczywista a Q(@,) czg$¢ urojona transmitancji widmowej uktadu

Ap =180° + arctg

otwartego w punkcie @, w ktorym charakterystyka Nyquista przecina okrgg jednostkowy. W

wiekszosci przypadkow wymaga si¢ od uktadéw sterowania zapasu modutu «>2 ( w skali
logarytmicznej odpowiada to 6dB) i zapasu fazy A¢ >30°.
Zapas modulu i fazy mozna réwniez prosto zinterpretowaé na charakterystykach

czestotliwosciowych logarytmicznych Bodego okreslonych dla systemu otwartego. Zapas fazy
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odpowiada roznicy fazowej pomiedzy katem -180° a warto$cia fazy dla czestotliwosci przy ktorej
charakterystyka amplitudowa ma warto$¢ jednostkowa (w skali logarytmicznej wartos¢ zero).
Zapas modutu (w skali logarytmicznej) to odchylenie charakterystyki logarytmicznej od warto$ci
zerowej (amplituda réwna 1) dla czestotliwosci w ktorej charakterystyka fazowa przyjmuje
warto$¢ kata rownag -180°. Rys. 5.7 ilustruje graficznie definicje obu zapasow na

charakterystykach czestotliwosciowych Bodego.

Bode Diagram
Gm=4.44 dB (at 1.73 rad/sec), Pm = 33.4 deg (at 1.32 rad/sec)

50
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-50t . . J

Magnitude (dB)

-100} 1

-150
0

=90+ J

Phase (deg)

270 -2 ‘*I ‘D ‘\-7-

10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

Rys. 5.7 Interpretacja zapasu modutu i fazy na charakterystykach czestotliwosciowych Bodego (przypadek uktadu

stabilnego).

Charakterystyki Bodego mozna wykreslic w Matlabie komenda bode(sys). Przyktadowe uzycie

tej funkcji pokazuja ponizsze linie programu

L=[19 10];

M=[3211];

sys=tf(L,M)

bode(sys), grid

W wyniku otrzymuje si¢ charakterystyki logarytmiczne Bodego jak na rys. 5.8. W tym
przypadku uktad jest niestabilny, gdyz charakterystyka amplitudowa przyjmuje warto$¢ wigksza
od 1 (w skali dB jest to warto$¢ dodatnia rowna 19dB) dla fazy -180°; zapas fazy jest natomiast

rowny 2.8°.
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Rys. 5.8 Charakterystyki Bodego dla przyktadu (przypadek niestabilny)
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6. OPIS DYNAMICZNY UKEADOW DYSKRETNYCH (Description of discrete dynamic
systems)
6.1 Wprowadzenie

Uktad dyskretny zwany réwniez impulsowym jest uktadem fizycznym, w ktéorym sygnaty
wejsciowe (sterujace) i wyjsciowe (sterowane) moga zmienia¢ swoje wartosci tylko w pewnych
chwilach czasu zwanych chwilami probkowania.

Dyskretyzacja (probkowanie, impulsowanie) sprowadza si¢ do pomiaru wartosci
sygnatéw ciagtych w kolejnych, izolowanych chwilach czasowych, zwykle ze statym okresem
T=Ts. Sygnat dyskretny opisuje model fizyczny systemu, ktory jest okre§lony tylko w
dyskretnych chwilach. W odréznieniu od sygnatu ciaglego, sygnal dyskretny nie jest funkcja
zdefiniowang dla ciagglego przedzialu argumentow, lecz ciggiem liczbowym zawierajacym probki

pomiarowe zmierzone w dyskretnych chwilach t, =nT_, gdzie Ts jest okresem probkowania a n
numerem kolejnej probki. Wielkosci dyskretne sygnatlu beda oznaczane w postaci x(nT,) lub w
skrocie x(n). Poszczegodlne probki sygnatu dyskretnego moga przyjmowaé wartosci z

nieograniczonego lub ograniczonego zbioru.

Przetworzenie sygnatu ciaglego x(t) w dyskretny x(nT,) odbywa si¢ w praktyce w

przetworniku analogowo-cyfrowym (A/C). Schemat przetwarzania wielkosci cigglej w dyskretng
sterowany sygnatem probkujacym o okresie probkowania T=Ts pokazany jest na rys. 6.1. Sygnat

dyskretny x(nT,) podlega nastgpnie przetwarzaniu cyfrowemu do sygnalu y(nT,) dla

osiggnigcia zamierzonych przez uzytkownika celow.

Sygnat
probkujacy
x(t) x(nT,) System ¥nT,)
——— | Przetwornik A/C » przetwarzania. —————®
sygnatow

Rys. 6.1 Ogolny schemat przetwarzania sygnatu analogowego w dyskretny

Na rys. 6.2 przedstawiono przyktad sygnalu analogowego (ciagtego) opisanego funkcja
X(t) =2e°"sin(3t) oraz odpowiadajagcego mu sygnatu dyskretnego powstalego poprzez
64


http://pl.wikipedia.org/wiki/Funkcja
http://pl.wikipedia.org/wiki/Ci%C4%85g_%28matematyka%29

dyskretyzacje z krokiem Ts=0.2. Wartosci obu sygnaléw w chwilach dyskretyzacji sa sobie
réwne. Nie mniej jednak warto$ci sygnatlu dyskretnego nie sg znane poza chwilami dyskretyzacji,

natomiast sygnat czasu ciaglego przyjmuje konkretne wartosci w dowolnej chwili.

Sygnat analogowy

Rys. 6.2. Przyklad sygnatu o reprezentacji ciaglej i dyskretnej

6.2 Réwnania réznicowe systemu
W ogdlnym przypadku uktadow nieliniowych stacjonarnych opis stanowy normalny sktada si¢ z
wektorowego réwnania stanu 1 rOwnania wyjscia, ktére mozna zapisa¢ nastepujaco
x(n+1) = f(x(n),u(n)))
y(n) =g(x(n),u(n)))

Zmienne x(n), u(n) sa skréconymi oznaczeniami wielkosci X(nT) oraz u(nT). Zapis ten

(6.1)

odpowiada réwnaniom dotyczacym modeli cigglych. Przy pominigciu zjawisk nieliniowych w
uktadzie lub dokonaniu linearyzacji otrzymuje si¢ uklad rownan liniowych dyskretnych,
zapisanych w nastepujacej postaci macierzowe;j
x(n+1) = Ax(n) + Bu(n) 62)
y(n) = Cx(n) + Du(n)
Réwnania te reprezentujg réwnania roznicowe systemu dynamicznego i okreslajg wartoSci

zmiennych stanu (wektor X) oraz zmiennych wyjéciowych (wektor y) w nastepnej iteracji w

sposob rekurencyjny w oparciu o wartosci zmiennych stanu i wymuszen w obecnej iteracji.
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Macierze stanu A, B, C, D reprezentujg parametry wewnetrzne uktadu. Ogdlny schemat

uktadu odpowiadajacy rownaniom (6.2) przedstawiony jest na rys. 6.3

D

u(n) ——»{ B X(mtD) z! Xy C y(n)

A

Rys. 6.3. Schemat blokowy rownan stanu odpowiadajacy réwnaniom (6.2)

Rozwigzaniem rownania stanu (6.2) jest cigg wartosci w kolejnych chwilach probkowania.

Rozwigzanie to w postaci jawnej mozna rOwniez wyrazi¢ wzorem

x(k) = A%(0) + 3. A“BU( ) 6.3)

6.3 Transmitancja operatorowa
Ograniczajac si¢ do postaci skalarnej (wzgledem jednego wybranego wymuszenia u(n) i jednej
odpowiedzi y(n)) mozna opis liniowego uktadu dyskretnego uprosci¢ do jednego réwnania
réznicowego wyzszego rzedu operujacego jedynie wielkosciami wejSciowymi 1 wyjsciowymi w
r6znych chwilach czasowych (eliminacja zmiennych stanu)
y(n)=bu(n)+bu(n-1)+---+b,u(n—M)—-ay(n-1)—---—a,y(n—N) (6.4)
Wprowadzajac operator opdznienia jednostkowego z* (zapis z'x odpowiada w dziedzinie czasu
X(n-1)) mozna rdwnania powyzsze zapisa¢ przy pomocy tego operatora w postaci
Y(z)=U (z)(b0 +bzt+---+b,z7" )—Y(z)(alz’l +---ta,z" ) (6.5)
Zakladajac ze badany uklad jest przyczynowy 1 niezmienniczy wzgledem przesunigcia, na
podstawie rownania (6.5) mozna analogicznie do ukfadu cigglego zdefiniowac transmitancje

operatorowg jako stosunek odpowiedzi Y(z) do wymuszenia U(z) przylozonego na wejscie tego
uktadu
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H(z) = % (6.6)

Z réwnania (6.5) otrzymuje si¢ og6lng postaé tej transmitancji zwang modelem IIR (Infinite
Impulse Response)

L(z) b,+bz ™ +--+b,z"

H(z)= =
(2) M(z) 1+az*+---+a,z"

(6.7)

Nazwa zwigzana jest z faktem, ze odpowiedz impulsowa takiego uktadu przyjmuje w ogdlnosci
wartosci niezerowe dla czasu dazacego do nieskonczonosci. Transmitancja operatorowa jest
wyrazona w postaci wymiernej jako iloraz wielomianu licznika L(z) i mianownika M(z2).
Standardowa postaé tej transmitancji operuje wykladnikami ujemnymi operatora z
(odpowiadajacymi odpowiedniemu opdznieniu czasowemu).

W dziedzinie czasu dyskretnego wyrdznia si¢ roOwniez inng posta¢ transmitancji
operatorowej zwang FIR (Finite Impulse Response), dla ktorej czas trwania odpowiedzi
impulsowe;j jest skonczony

H(z)=L(z)=hb,+bz™"+---+b,z™ (6.8)
Kazdej z tych transmitancji mozna przypisa¢ odpowiednig strukture ukladu przetwarzania

sygnatow. W przypadku uktadu FIR z definicji transmitancji wynika

Y (2) =b,X(2) +bz X (2) +-+-+ by, 2™ X (2) (6.9)
Na podstawie wlasnosci opdznienia czasowego ciggu mozna temu wyrazeniu przypisa¢ opis w
dziedzinie czasu

y(n) =byx(n)+bx(n—-1)+---+b,x(n—M) (6.10)
Struktura uktadu realizujacego powyzsza operacje¢ przedstawiona jest na rys. 6.4. Elementami
tego uktadu s3: bloki op6znienia jednostkowego opisane funkcjg z?, bloki wzmocniefi opisane

liczbami rzeczywistymi bi (i = 0, 1, ..., M) oraz sumator dokonujacy sumowania sygnalow

opo6znionych [9,22].
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Rys. 6.4. Struktura uktadu FIR

W przypadku uktadu IIR mozna utworzy¢ strukture dyskretng w podobny sposob. Z definicji
transmitancji wynika, ze
Y(2)+a,z7Y (2)+--+a,z VY (2) =b, X (2) + bz X (2) +---+ Db, 27V X (2) (6.11)
Transformujac powyzszy opis w dziedzing czasu dyskretnego otrzymuje si¢

y(n) =byx(n) +bx(n—1) +---+b,x(n—M) —(a,y(n—-1) +---+a,y(n—N)) (6.12)

Roéwnaniu temu mozna przypisaé strukturg uktadowa przedstawiong na rys. 6.5 [9,22].

x(n)

yn) (o) bo y(n)

Rys. 6.5. Struktura uktadu IIR: a) nickanoniczna, b) kanoniczna

Wyréznia si¢ dwie struktury uktadu NOI: niekanoniczng pod wzgledem liczby uzytych czionéw
opozniajacych (rys. 6.5a) oraz kanoniczng (rys. 6.5b) powstalg przez prosta zamiang kolejnosci

obu poduktadow realizujacych czg$¢ zwigzang z wielomianem licznika i mianownika. W
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strukturze kanonicznej liczba cztondw opoOzniajacych jest rowna najwickszemu stopniowi

wielomianu licznika lub mianownika (na rysunku zatozono N>M).

6.4 Transformacje ukladu analogowego w dyskretny
Model ciggly uktadu fizycznego zapisany w postaci rownan roézniczkowych dx/dt =f(x) mozna
przeksztalci¢ w model dyskretny opisywany réwnaniami réznicowymi. Proces ten, zwany
dyskretyzacja, powinien by¢ tak przeprowadzony, aby dostatecznie dobrze aproksymowat
wiasciwosci dynamiczne uktadu fizycznego. Oczywiste jest, ze im mniejszy okres dyskretyzacji,
tym doktadniejszy bedzie model dyskretny, ale jednocze$nie wigkszy naktad obliczen
niezbednych do wyznaczenia odpowiedzi czasowej uktadu.

Przejscie z opisu r6zniczkowego na réznicowy jest mozliwe bezposrednio w dziedzinie
czasu przy zastosowaniu przyblizonych wzoréw uzalezniajacych pochodng od réznic
skonczonych badz w dziedzinie operatorowej Z. W dziedzinie czasu stosowane sg rézne wzory
przyblizone. Przy zalozeniu, ze przyblizenie dotyczy pochodnej zmiennej x wzgledem czasu dla
chwili czasowej th=nT , to jest x(tn)=x(n) definiuje si¢ wzory aproksymacyjne Eulera
e metoda Eulera w przéd (ekstrapolacyjna)

dx _ x(n+1)—x(n)

6.13
dt T (6.13)
e metoda Eulera w tyl (interpolacyjna)

%: x(n)—x(n-1) (6.14)

dt T
przy czym metoda ekstrapolacyjna przy zbyt duzej wartosci okresu probkowania T moze
prowadzi¢ do rozwigzania niestabilnego.

Najbardziej uniwersalng sposréd metod pierwszego rzgdu jest metoda catkowania

trapezow, zgodnie z ktora

T{dxn dxnl}
X =X, +—| =L+

T2l dt o dt
Jest ona podstawa metody biliniowej stosowanej w dziedzinie operatorowej opisu uzalezniajacej
operator s od operatora opdznienia jednostkowego z*. Zgodnie z nig

21-z"
S=—
T1l+2z"
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Wzoér ten pozwala na bezposrednie przejscie z transmitancji H(s) na transmitancj¢ operatorowa

H(z) systemu dyskretnego.
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7. STABILNOSC UKEADOW DYSKRETNYCH (Stability of discrete time systems)
7.1 Transformacja Z

7.1.1 Definicja przeksztatcenia Z

W analizie uktadéw czasu dyskretnego wazng role odgrywa przeksztatcenie Z [15,22,34],
stanowigce odpowiednik transformacji Laplace’a dla ukladéw czasu ciaglego®. Niech x(n)
oznacza sygnatl czasu dyskretnego rozpatrywany dla n>0. Mozna mu przyporzadkowac funkcje
X(z) zmiennej zespolonej z=Re’® w nastepujacy sposob

X(2) =x(0)2° +x@)z* +x(2)z % +--- (7.1)

Bioragc pod uwage, ze x(n) stanowi cigg probek o rownomiernym probkowaniu sygnatu
analogowego, operator z! jest interpretowany jako opoznienie jednostkowe o okres probkowania
T. Wielko$é z¥ jest wigc operatorem opodznienia o k okreséw probkowania. Formalnie

zdefiniujemy jednostronne® przeksztatcenie Z sygnatu dyskretnego x(n) w postaci
X(z) = 3 x(n)z™" (7.2)
n=0

Wzér powyzszy okresla transformate ciggu czasowego tylko wtedy, gdy istniejg wartoSci
zmiennej zespolonej z dla ktorych szereg (7.2) jest zbiezny. Zbior takich wartosci zmiennej z
nazywany jest obszarem zbieznoSci transformaty [34].

Obliczymy przyktadowo transformatg Z sygnalu x(n)=a". Zgodnie z definicja
przeksztalcenia Z mamy

X(z) = i“)a”z‘” = i“)(az‘l)n

Przy zalozeniu |az‘1|<1 powyzszy cigg geometryczny jest zbiezny, a jego suma zgodnie ze

a . . . . .
wzorem S, = 1 ¢ (aop — pierwszy wyraz ciagu, g — iloraz) jest rowna

. 1 z
X(2)=2(")= S =
l1-az Z—a

Obszarem zbieznosci transformaty jest zbior punktéw z spetniajacych warunek |Z| > |a| , to znaczy

punktow plaszczyzny zespolonej potozonych na zewnatrz kota promieniu r = |a| . Zauwazmy, ze

3 Przeksztatcenie to nosi rowniez nazwe transformacji Laurenta

# Istnieje rowniez dwustronne przeksztatcenie Z w ktérym sumowanie przebiega od -co do oo.
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w szczegb6lnosci wzor ten okresla rowniez transformate Z dyskretnego skoku jednostkowego
1(n), bedacego szczegdlnym przypadkiem sygnatu wyktadniczego x(n)=a" dla a=1. Podstawiajac
warto$¢ a=1 do powyzszego wzoru otrzymuje si¢

1 z

B

W tabeli 7.1 przedstawiono transformaty Z dla wybranych ciggéw liczbowych, najczgsciej

spotykanych w praktyce inzynierskie;j.

Tabela 7.1. Transformaty Z wybranych ciggéw liczbowych

x(n) X(2)
d(n) 1
1(n) oz
z-1
al K
Z—a
sin(wTsn) zsin(awT,)

2* —2zcos(wT, ) +1

cos(wTsh) 2(z—cos(aT,))

22 —2zcos(aT, )+1
e ™" sin(wT,n) ze™" sin(aT,)

2° - 226" cos(aT, ) +e 72"
e ™" cos(wT,n) z(z —e T cos(a)Ts))

2° — 2267 cos(aT, ) + e 72

7.1.2 Wlasnosci przeksztalcenia Z

Transformata Z ma wilasnosci matematyczne, ktore znajduja szerokie zastosowanie w analizie

uktadow dyskretnych
e Liniowo$¢
Z(ax,(n) +bx,(n)) = aX,(z) + bX,(z) (7.3)

e Mnozenie przez ciag wyktadniczy a"
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Z(a”x(n))z X(a*z) (7.4)
e Opdznienie czasowe ciggu
Przy zatozeniu ciagu przyczynowego (x(n)=0 dla n<0)
Z(x(n—k))=z"X(2) (7.5)
Przy zatozeniu ciggu nieprzyczynowego, w ktérym wartosci X(n) moga przyjmowacé wartosci

niezerowe dla n<0)
Z(x(n—k))= 2" X (2) + S x(i)z " (7.6)

e Splot w dziedzinie czasu
Splot dyskretny w dziedzinie czasu definiowany jest w postaci

X(N) = X,(N) * %, (n) = %, (K)X, (N —K) (7.7)

Transformata splotu jest okreSlona w postaci zwyklego iloczynu transformat funkcji
tworzacych splot
Z(x(M*x,(n)=X,(2)X,(2) (7.8)
e Warto$¢ ciggu x(n) w nieskonczonosci

limx() = lim(z-DX(2) (7.9

n—o

7.1.3. Przeksztalcenie odwrotne Z

Przeksztalcenie Z jest operacja odwracalng. Z definicji jest ono okreslone nast¢pujaca

zaleznoscig [34]
-1 _i n-1
x(n)=Z [X(z)]—zﬂj iX(z)z dz (7.10)

Catkowanie odbywa si¢ wzdhuz krzywej zamknigtej C obieganej przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara 1 zawarte] calkowicie w obszarze zbieznosci transformaty X(z). Bezposrednie korzystanie
ze wzoru (7.10) jest bardzo trudne, gdyz w wiekszo$ci obliczen inzynierskich wymaga obliczenia
calki z funkcji ztozonej (X(z) jest funkcjag wymierng zmiennej zespolonej z). Z tego powodu w

praktyce korzysta si¢ z wielu innych metod, z ktérych najczesciej uzywang jest metoda residuow.
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W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze funkcja operatorowa X(z) zmiennej z dana jest
W postaci wymiernej z potegami dodatnimi opisanej wzorem o stopniu licznika nie
przekraczajacym stopnia mianownika M <N

L(z) b,z" +b, 2" +---+bz+b,

X Z)= =
(2) M(z) a,z"+a, 2" +--+az+a,

(7.11)

Funkcja ta posiada bieguny i zera, ktore moga by¢ skonczone badz nieskonczone, pojedyncze lub
wielokrotne, rzeczywiste badz zespolone.

Najbardziej uniwersalng metodg wyznaczenia transformaty odwrotnej jest twierdzenie o
residuach. Zgodnic z tym twierdzeniem transformate odwrotng X(n) mozna wyznaczy¢

korzystajac ze wzoru
x(n) = Zres(x (z)z”’l)Hk (7.12)
k

Obliczanie residuéw odbywa si¢ dla wszystkich biegunoéw zx (k=1, 2, ..., N) a wynik podlega
sumowaniu. Funkcje residuum wyznacza si¢ wedlug nastepujacych wzorow

e W przypadku bieguna zx pojedynczego
res(X (2)2"%),.,, = lim[X (2)(z-2,)2""] (7.13)

77K

e W przypadku bieguna I-krotnego zx

N l ) dl—l
reS(X (2)z 1)Z=Zk - (1-1)! !erTk] dz"

[X(@)(z-2)'2""] (7.14)

Przyklad 7.1
Procedure wyznaczania transformaty odwrotnej Z zilustrujemy na przyktadzie funkcji

Z Z
22-252+1 (z-05)(z-2)

X(z) =

Funkcja ma dwa bieguny pojedyncze: z:=0,5 oraz z>=2. Transformata odwrotna tej funkcji jest

sumg residuéw obliczonych w obu biegunach. Stad

i, i, 2" z" 21\ 2.,
x(n)=res(X(z)z 1}Zzo,ﬁres(X(z)z 1}2_2:(2 ) +(z 05) =_§(E) +§2
— “J|z=05 YY) z=2

Otrzymana w wyniku funkcja czasowa x(n) zawiera dwa sktadniki zmienne w czasie dyskretnym
reprezentowanym przez n. Pierwszy zwigzany z biegunem z:=0,5 polozonym wewnatrz kota

jednostkowego zanika do zera przy n-—oco, natomiast drugi zwigzany z biegunem Zz»=2,
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potozonym na zewnatrz kota jednostkowego narasta do nieskonczonosci przy n—oo. W efekcie
szereg x(n) jest rozbiezny.

Przyklad 7.2

Drugi przyktad dotyczy bieguna dwukrotnego. Funkcja X(z) dana jest w postaci

X(2)

_ Z
~ (z-05)°

Wobec dwukrotnej wartosci bieguna z:=0,5 transformata odwrotna Z przyjmie postaé

n- - d n- d n n- 1 "
x(n):res(X(z)z 1}?05:!LETE[X(Z)(Z—O,S)ZZ 1]:Ez =nz 1:2n(§J

7.2 Charakterystyki czestotliwosciowe ukladu dyskretnego

Z transmitancji operatorowej H(z) zdefiniowanej w rozdziale poprzednim mozna w prosty
sposob  okres§li¢ charakterystyki czestotliwosciowe uktadu. Dla ukladu dyskretnego
charakterystyka czestotliwo$ciowa odpowiada przemieszczaniu si¢ czestotliwosci po okregu
jednostkowym, czyli dla z =e’" = cos(wT)+ jsin(wT). Oznacza to, ze dla uktadu dyskretnego
mamy

H(w)=H(z=¢'") (7.15)
Bioragc pod uwage powyzsza zaleznos¢ jest oczywiste, ze charakterystyka czgstotliwosciowa
odpowiada reprezentacji Fouriera ciggu dyskretnego. Wielko$¢ @l oznacza miar¢ katowa 6,

ktora w charakterystykach czestotliwosciowych nosi nazwe pulsacji unormowanej € =T , gdzie

T jest okresem probkowania T=Ts. Modut charakterystyki |H(a))| w funkcji czgstotliwosci

nazywany jest charakterystyka amplitudowa a zalezno$¢ fazy arg(H (a))) od czestotliwosci —
charakterystyka fazowa. Podobnie jak dla czasu ciaglego mozna zdefiniowa¢ rdéwniez
logarytmiczng charakterystyke amplitudowg jako 20 |0g10| H (a))| :

W  odréznieniu  od ukladow analogowych charakterystyki czestotliwosciowe
charakteryzujg sie okresowoscig 2m, wynikajgcg z okresu funkcji €'’ =cos(wT) + jsin(wT).
Obliczenia mozna zredukowa¢ do zakresu O<wl <7z ze wzgledu na symetri¢ funkcji

wyktadniczej e’ .
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W Matlabie istnieje funkcja freqz pozwalajgca stablicowa¢ wartosci charakterystyki

czestotliwosciowej. Standardowo obliczenia wykonywane sa w zakresie 0 < ol < 7.

Przyklad 7.3

Ponizsze linie programu w Matlabie pokazuja zastosowanie tej funkcji w tablicowaniu
wartosci charakterystyki czgstotliwosciowej uktadu NOI o transmitancji danej w postaci
wielomianu licznika L 1 mianownika M. Charakterystyka czestotliwosciowa (amplitudowa i
fazowa) okreslona jest dla pulsacji unormowanej zmieniajacej si¢ od 0 do m. Liczba punktow
czestotliwo$ciowych rozmieszczonych rownomiernie w tym zakresie zostala w programie
ustalona na 100.

% Charakterystyki czestliwosciowe uktadu NOI

L =[0.0019 -0.0028 0.0040 -0.0028 0.0019];

M =[1.0000 -3.6070 4.9796 -3.1126 0.7426];

[H,w]=freqz(L,M,100) % 100 punktow charakterystyki czgstotliwo$ciowej
subplot(2,1,1), plot(w,abs(H)), grid, title('Charakterystyka amplitudowa’)
xlabel(\omega T_s'), ylabel(‘abs(H(\omega))")

subplot(2,1,2), plot(w,atan2(imag(H),real(H))), grid, title('Charakterystyka fazowa’)
xlabel(\omega T_s'), ylabel(‘faza(H(\omega))")

Na rys. 6.7 zilustrowano otrzymane charakterystyki amplitudows i fazowa uktadu NOI.

Charakterystyka amplitudowa

0.5 1 .I‘SLOT\‘ 2 25 3

Charakterystyka fazowa

(=] ]
—T

faza(H(w))

|
o]
H

1
B
T

05 1 15 2 25 3
Rys. 7.1. Charakterystyki amplitudowa i fazowa uktadu NOI z przyktadu
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7.3. Odpowiedzi czasowe ukladu dyskretnego

Podobnie jak w systemach czasu cigglego mozna na podstawie transmitancji operatorowej
okresli¢ przebieg sygnalu wyjsciowego w czasie. Wilasnosci uktadu dyskretnego w pelni
charakteryzuje odpowiedz impulsowa, czyli sygnat wyjsciowy generowany przez wymuszenie w
postaci sygnatu impulsowego d(n). Biorgc pod uwage, ze Z(d(n))=1 otrzymuje si¢ odpowiedz

impulsowa w dziedzinie z w postaci Y(z)=H(z). Stad otrzymuje si¢
y(n) =Z7[H(2)]=h(n) (7.16)

Z tego powodu odpowiedZz impulsowa bedzie dalej oznaczana jako h(n), a transmitancj¢
operatorowg H(z) okresla si¢ rowniez jako transformat¢ Z odpowiedzi impulsowej uktadu.
H(z) = Z[h(n)] (7.17)

W Matlabie istnieje funkcja dimpulse pozwalajaca na wyznaczenie odpowiedzi impulsowej na

podstawie zadanej postaci transmitancji.

Dla uktadéw dyskretnych definiuje si¢ réwniez odpowiedz skokowa, jako odpowiedz
ukladu na wymuszenie w postaci skoku jednostkowego dyskretnego. Jest ona réwna
transformacie odwrotnej Z iloczynu transmitancji operatorowej i transformaty Z funkcji 1(n),

czyli
y(n) = Z{H (Z)ZL_J (7.18)

W Matlabie odpowiedz te¢ wyznacza funkcja dstep, ktorej argumentami sg wspotezynniki licznika
I mianownika transmitancji H(z).
Odpowiedz uktadu dyskretnego na dowolne wymuszenie X(n) mozna obliczy¢
wykorzystujac transformacje odwrotng Z funkcji Y(z). Z definicji transmitancji wynika, ze
Y(2)=H(2)X(2) (7.19)
Stad zgodnie z wiasnos$ciami transformaty Z odpowiedz ukladu dyskretnego na dowolne
wymuszenie okresla zalezno$¢ splotowa
y(n) = h(n)*x(n) (7.2)
W Matlabie operacja ta jest dostepna w postaci funkc;ji filter, ktorej wywotanie wymaga podania
wielomianu licznika transmitancji, wielomianu mianownika oraz ciggu liczb stanowigcych

wymuszenie uktadu.
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7.4. Stabilno$¢ ukladow dyskretnych
Jednym z najwazniejszych warunkow uzytecznosci uktadu dyskretnego jest jego
stabilno$¢, czyli ograniczenie odpowiedzi uktadu y(n) przy ograniczonych wartosciach

wymuszenia x(n). Ze wzoru y(n) =h(n)*x(n) okreslajacego odpowiedz uktadu na dowolne

wymuszenie wynika, ze przy ograniczonym wymuszeniu warunkiem stabilnosci jest ograniczenie
odpowiedzi impulsowej h(n) dla dowolnej chwili czasowej. Uktad jest niestabilny, jesli potrafimy
znalez¢ dla niego taki ograniczony sygnal wejsciowy, ktéry spowoduje wygenerowanie na
wyj$ciu nieograniczonego, (co do amplitudy) sygnatu wyjsciowego.

Biorac pod uwage, ze odpowiedz impulsowa jest transformatg odwrotng Z transmitancji
operatorowej, stabilno$¢ uktadu zalezy od potozenia biegundéw. Zauwazmy, ze zawsze mozna
dokona¢ rozktadu transmitancji na sum¢ utamkow prostych. Przy biegunach jednokrotnych jest

to postac szczegolnie prosta

HE) =3 A -y A (7.20)

vz—a rl-az’
ktorej odpowiada transformata odwrotna w postaci
h(n):;ﬁakn (7.21)
W przypadku wystapienia bieguna |-krotnego o warto$ci ak W rozwinig¢ciu transmitancji pojawi

si¢ dodatkowo czynnik odpowiadajacy sktadnikowi czasowemu o postaci

Az
(Z_ak)I
n(n-1)--(-1+2) ...

= k (7.22)

h.(n)=A

Z powyzszych zalezno$ci wynika, ze odpowiedz impulsowa zalezy bezposrednio od potozenia
biegunéw ak. Zauwazmy, ze obliczaniu transformaty odwrotnej Z towarzyszy zawsze czynnik a,
a w przypadku biegunéw I-krotnych istnieje rowniez czynnik n'"a’. Dla czasu dyskretnego

(reprezentowanego przez n) dazacego do nieskonczonos$ci ograniczenie wartosci odpowiedzi
impulsowej jest Scisle zwigzane z czynnikami powigzanymi z potozeniem biegundw.
Uktad dyskretny jest stabilny asymptotycznie (odpowiedz impulsowa dazy do zera) gdy

wszystkie bieguny transmitancji mieszcza si¢ wewnatrz kota jednostkowego, to znaczy |Z| <1.

Jesli cho¢ jeden biegun polozony jest na zewnatrz kota jednostkowego uktad jest niestabilny.
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W przypadku istnienia biegundéw wielokrotnych potozonych na okregu jednostkowym
stabilno$¢ zalezy rowniez od ich krotnosci. Z zalezno$ci (6.29) wynika bezposrednio, ze przy
biegunach jednokrotnych uktad jest stabilny, cho¢ nieasymptotycznie (odpowiedz impulsowa
jest ograniczona co do warto$ci, cho¢ niezerowa). Przy biegunach wielokrotnych potozonych na

okregu jednostkowym odpowiedz impulsowa jest okreslona zalezno$cig (7.22), ktora wskazuje,
ze wprawdzie czynnik a przyjmuje ograniczone wartosci, ale towarzyszacy mu czynnik n'™*

dazy do nieskonczonosci, co powoduje, ze uktad jest niestabilny.

Na rys. 7.2 zilustrowano obszary stabilnosci i niestabilno$ci uktadu dyskretnego. Obszar
wewnatrz kola jednostkowego oznacza lokalizacj¢ biegundéw, zapewniajacg stabilnosé
asymptotyczna uktadu. Obszar na zewnatrz kota jednostkowego oznacza brak stabilnosci uktadu.
Granica migdzy tymi obszarami jest okrag jednostkowy. Stabilnos$¢ uktadu przy potozeniu
biegundéw na okregu jednostkowym zalezy od ich krotnosci. Dla biegunow jednokrotnych uktad
jest stabilny, cho¢ nieasymptotycznie. W przypadku biegundéw wielokrotnych uktad staje sie

niestabilny.

Alm

| Obszar
niestabilnosci
1 { Re
>
Obszar
stabilnosci

Granica obszaru
stabilnosci

Rys. 7.2. Tlustracja obszardéw stabilnos$ci i niestabilnosci uktadu dyskretnego na ptaszczyznie zmiennej zespolone;j

Zasadnicza r6éznicg miedzy strukturg FIR 1 IIR jest wystepowanie toru sprz¢zenia zwrotnego w

uktadzie IR, zwigzane z mianownikiem M(z) transmitancji operatorowej. Uktad FIR jest zawsze
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stabilny, gdyz nie posiadajac mianownika nie posiada rowniez biegunéw®. Uktad IIR moze byé

niestabilny, a jego stabilno$¢ zalezy od polozenia biegundw na plaszczyznie zmiennej zespolone;j.
7.5 Kryteria algebraiczne stabilnosci ukladow dyskretnych

Kryteria stabilno$ci pozwalaja rozstrzygna¢ zagadnienie stabilnos$ci uktadéw dyskretnych bez
koniecznosci wyznaczania biegunéw uktadu (pierwiastkbw mianownika transmitancji

operatorowej). Ograniczymy si¢ tutaj do kryterium Hurwitza i Nyquista.
7.5.1 Kryterium Hurwitza

W tej metodzie wprowadza si¢ funkcje zespolong w=o+j® i zmienng zespolong z wielomianu
charakterystycznego zastepuje si¢ wyrazeniem

Z =W_+1 (7.23)
w-1

Funkcja ta odwzorowuje na ptaszczyznie zmiennej zespolonej obszar kota jednostkowego w lewa
polptaszczyzne zmiennej zespolonej. Zastepujac w wielomianie charakterystycznym M(z)=0

M(z)=a,z" +a, 2" " +---+az+a, (7.24)

zmienng z poprzez wyrazenie (7.23) transformuje si¢ warunek potozenia biegundéw uktadu
dyskretnego wewnatrz kota jednostkowego w rownowazny mu warunek polozenia biegunow w
lewej polptaszczyznie (warunek stabilnosci uktadow analogowych dla ktérych okreslone jest
kryterium Hurwitza). Transformacja taka nie zmienia rzedu ukladu a jedynie wartosci
wspotczynnikéw przy odpowiednich potggach zmiennej w. Oznaczmy wielomian licznika po

takiej transformacji jako N(w), przy czym
N(w)=b,w" +b,_ W"" +---+bw+b, (7.25)

Kryterium stabilnosci Hurwitza
Wielomian N(w) o postaci (7.25) jest wielomianem stabilnym, jesli wszystkie wspotczynniki bi
istnieja 1 sg wieksze od zera a wszystkie minory gtéwne sg dodatnie , tzn. A1>0, A>>0,..., An-1>0.

Minory gtéwne oblicza si¢ wedtug nastepujacych wzorow:

> W ogo6lnej interpretacji biegun reprezentuje takg warto$¢ z, dla ktorej warto$¢ funkcji dazy do nieskoficzonosci.
Oznacza to, ze filtr SOI mozna réwniez zinterpretowac jako uktad posiadajacy M-krotny biegun w zerze, z definicji
spetniajacy warunek stabilnosci.
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Macierz Hurwitza:

b, b, 0 0
bN—3 bN—Z bN—l bN
H,=|b, b

N-4 bes bez (7-26)

0 0 0 0

Minory glowne:

A =b, ., (7.27)
b b

A, = N N (7.28)
by, by
b, b, 0

A;=p,, b, by (7.29)
bys by, by

A, =det(H, ) (7.30)

Podobnie jak w przypadku ukladow analogowych bezposrednie zastosowanie twierdzenia

Hurwitza wymaga obliczenia m=N-1 wyznacznikéw macierzy Hurwitza.

Przyklad 7.4

Okresli¢ warunki przy spetlieniu ktorych system dynamiczny o wielomianie charakterystycznym
M(z) =2 +kz+k,

bedzie stabilny.

W pierwszej kolejnosci przeksztatlcamy M(z) w wielomian N(w) wzgledem zmiennej w.

o s w+1 s T
Podstawienie zaleznos$ci z = el do wzoru na M(z) pozwala okresli¢ wielomian licznika N(w)
W —

W postaci

N(W) = (@+k, + k)W +(2—2k,)w+@1—k, +k,)
Warunki Hurwitza sprowadzaja si¢ do uktadu réwnan
(1+k, +k,)>0
(1-k,)>0
(1-k +k,)>0
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ktorych rozwigzanie definiuje obszar stabilnosci uktadu dyskretnego.

7.5.2 Kryterium Nyquista
Kryterium Nyquista pozwala zbada¢ stabilno$¢ dyskretnego uktadu zamknietego na podstawie
charakterystyki amplitudowo-fazowej Ho(e"’) uktadu otwartego. Przyjmiemy transmitancje

uktadu otwartego jako funkcje wymierng

H,(z) = ,\: ((ZZ)) (7.31)

Transmitancja uktadu zamknigtego (ze wzmocnieniem jednostkowym w petli sprzezenia)
wyrazona wzorem H(z)=Ho(z)/(1+Ho(z)) ma wielomian charakterystyczny (mianownik) o postaci
M(z)=L,(2)+M,(2) (7.32)

Twierdzenie Nyquista

Roéwnanie charakterystyczne uktadu zamknigtego (7.32) ma wszystkie pierwiastki na
plaszczyznie zmiennej zespolonej z wewnatrz okregu jednostkowego przy zalozeniu, ze
rownanie charakterystyczne ukladu otwartego Mo(z) ma m pierwiastkéw na zewnatrz okregu
jednostkowego (a pozostate n-m wewnatrz) wtedy i tylko wtedy gdy przyrost argumentu
wyrazenia (1+ Ho(e"%)) przy zmianie kata 6 od —t do m wynosi 2mm, co zapiszemy w postaci

Aarg[1+ Ho(e"g)]z 2mr (7.33)

—n<bsn
W przypadku szczegdlnym, gdy uklad otwarty jest stabilny (wszystkie pierwiastki rownania
charakterystycznego ukladu otwartego wewnatrz okregu jednostkowego) mamy m=0. W takim
przypadku wszystkie pierwiastki uktadu zamknigtego beda wewnatrz okregu jednostkowego,
jesli przyrost argumentu wyrazenia (1+ Ho(e%)) przy zmianie kata 6 od —n do m wynosi zero, czyli

Aarg[l+H, (e")]=0 (7.34)

—r<b<x
Kryterium Nyquista

Liniowy uktad zamkniety ze sprze¢zeniem zwrotnym przy zalozeniu, ze uktad otwarty jest
niestabilny 1 ma m pierwiastkow na zewnatrz okregu jednostkowego, jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy charakterystyka amplitudowo-fazowa ukladu otwartego Ho(e'%) przy zmianie kata 0

od —r do m obejmuje w kierunku dodatnim m razy punkt (-1, j0).
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W przypadku szczegdlnym, gdy uklad otwarty jest stabilny (wszystkie pierwiastki
réwnania charakterystycznego uktadu otwartego wewnatrz okregu jednostkowego) mamy m=0.
W takim przypadku wszystkie pierwiastki uktadu zamknictego beda wewnatrz okregu
jednostkowego (uktad stabilny), gdy charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego
Ho(e') przy zmianie kata 6 od —t do & nie obejmuje punktu (-1, jO).

Biorac pod uwage, ze charakterystyka amplitudowo-fazowa jest symetryczna wzgledem
osi poziomej mozna w badaniu ograniczy¢ si¢ do wykreslenia charakterystyki dla katow

zmieniajacych si¢ od 0 do 7.

7.5.3 Implementacja kryterium Nyquista w Matlabie
Matlab ma funkcje nyquist, ktora tworzy automatycznie charakterystyke amplitudowo-fazowa
uktadu (identycznie wotana jak dla systemu analogowego). Jej wywotanie wymaga okreslenia
systemu w postaci struktury sys. Przykladowe tworzenie tej struktury dla opisu
transmitancyjnego i stanowego uktadu dyskretnego sg jak nize;j.

sys=tf(licznik, mianownik, fs)

sys=ss(A, B, C, D, fs)
gdzie fs jest szybkoscig probkowania (standardowa warto$¢ rowna 1).
Przyklad 7.5
Jesli A=[1 2;3 4], B=[0; 1], C=[ 1 4], D=1, to wywolanie struktury w postaci

sys=ss(A,B,C,D,1)
tworzy nastepujacy wynik:

sys =
a=
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yl1l

Przyklad 7.6

Jesli LO=[1 2], MO=[1 0.3 0.4 0.5], to wywolanie struktury w postaci
sys=tf(L0,M0,1)

tworzy wynik

sys =

Z+2

Z"3+032"2+04z+05

Sample time: 1 seconds

Discrete-time transfer function.
Najprostszy sposob wywotania funkcji nyquist dla systemu dyskretnego ma postac
nyquist(sys), grid
Przyklad 7.7
Jej wywotanie dla systemu opisanego transmitancja uktadu otwartego Ho(z)=Lo(z)/Mo(z), gdzie

Lo=[1 2], Mo=[1 0.3 0.4 0.5], daje wykres w postaci przedstawionej na rys. 7.3.

Mycquist Disgram

Imaginary &xis

Real Axiz

Rys. 7.3 Charakterystyka Nyquista dla stabilnego systemu otwartego o transmitancji Ho(z)= Lo(z)/Mo(z). System

zamknigty jest niestabilny.
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System otwarty byt stabilny, gdyz pierwiastki mianownika systemu otwartego
Mo(2)=2"3+0.32"2+0.4z+0.5 lezag wewnatrz okrggu jednostkowego: p1=0.2081 + j0.8092,
p2=0.2081 - j0.8092, p3=-0.7162. System zamknigty jest niestabilny wedlug kryterium Nyquista,
gdyz charakterystyka amplitudowo-fazowa obejmuje punkt (-1, jO). Potwierdzeniem
niestabilnosci uktadu zamknigtego jest mianownik transmitancji ukltadu zamknigtego
M(z)=Lo(2)+Mo(z)=2"3+0.32"2+1.4z+2.5 ktorego pierwiastki (bieguny uktadu) leza poza
okregiem jednostkowym: p1= 0.3991 + j1.4551, p>=0.3991 - j1.4551, p3=-1.0982.

Przyklad 7.8

Jako przyktad drugi rozpatrzmy transmitancj¢ uktadu otwartego w postaci Ho(z)= Lo(z)/Mo(2),
gdzie Lo(z)= 1, Mo(z)=2"2+0.22-0.3. Jest to uktad stabilny, gdyz pierwiastki mianownika rowne
p1=-0.6568, p>=0.4568 lezag wewnatrz okregu jednostkowego. Wywotanie komend w Matlabie

sys=tf(Lo,Mo,1)
nyquist(sys), grid
generuje charakterystyke Nyquista w postaci przedstawionej na rys. 7.4. Uktad zamknigty jest

stabilny, gdyz krzywa Nyquista nie obejmuje punktu (-1, jO).

Myquizt Diagratm
T T

Imaginary Axis

Real Axiz

Rys. 7.4 Charakterystyka Nyquista dla stabilnego systemu otwartego o transmitancji Ho(z)= Lo(2)/Mo(z). System

zamkniety jest rowniez stabilny.
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Potwierdzeniem stabilno$ci systemu zamknigtego jest jego mianownik o postaci
M(z)=2z"2+0.2z+0.7, ktérego pierwiastki (bieguny uktadu) leza wewnatrz okrggu jednostkowego
p1=-0.1000+j0.8307, p2=-0.1000-j0.8307.

Przyklad 7.9

Jako przyklad nastepny rozpatrzmy transmitancj¢ ukladu otwartego w postaci Ho(z)=
Lo(2)/Mo(2), gdzie Lo(z)=z+1, Mo(z)=2"2-0.5z-1.3. Jest to uktad niestabilny, gdyz nie wszystkie
pierwiastki mianownika réwne p1= 1.4173, p2=-0.9173 leza wewnatrz okrggu jednostkowego

(jeden biegun poza kotem). Wywotanie komend w Matlabie

sys=tf(Lo,Mo,1)
nyquist(sys), grid
generuje charakterystyke Nyquista w postaci przedstawionej na rys. 7.5. Uktad zamknigty jest

stabilny, gdyz krzywa Nyquista obejmuje jeden raz punkt (-1, jO).

Mycquist Disgrarm
T -

T T
208 - 0dB 2B

Imaginary Axis

Real Axiz

Rys. 7.4 Charakterystyka Nyquista dla niestabilnego systemu otwartego o transmitancji Ho(z)= Lo(z)/Mo(z). System
zamkniety jest stabilny.

Potwierdzeniem stabilno$ci systemu zamknigtego jest mianownik jego transmitancji o postaci

M(z)=z"2+0.5z-0.3, ktorego pierwiastki (bieguny uktadu) leza wewnatrz okrggu jednostkowego
p1=-0.8521, p2=0.3521.
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8. MODELE DYNAMICZNE MASZYN ELEKTRYCZNYCH (Dynamic models of
electrical machines)

Przyktadami obiektow dynamicznych rozpatrzonych w wyktadzie beda modele dynamiczne
maszyny elektrycznej pradu statego i maszyny indukcyjnej. Ograniczymy si¢ do najprostszego

modelu maszyny obcowzbudnej DC i tréjfazowej maszyny indukcyjne;j.

8.1. Maszyna obcowzbudna pradu stalego

Ogolny schemat ideowy maszyny obcowzbudnej pradu statego przedstawiony jest na rys. 8.1.
i(f)

O >

A

ult) |

Rys. 8.1 Schemat ideowy maszyny obcowzbudnej pradu statego

Oznaczajac przez e(t) napigcie indukowane w uzwojeniu twornika, przez Lt i Ry odpowiednio
indukcyjnos$¢ i rezystancje obwodu twornika, a przez u(t) oraz i(t) napigcie zasilajace twornik i
prad twornika, przy pomini¢ciu spadku napigcia miedzy szczotkami i1 komutatorem, rdwnanie
napigciowe dla obwodu twornika mozna napisa¢ w postaci [58,73]

u(t) = Rii(t) + L, %H(t) (8.1)

Oznaczmy przez ¢ strumien magnetyczny w szczelinie powietrznej maszyny. Przy pominigciu

skutkéw reakcji twornika [58] mozna zalozy¢, Ze jest on staly i rowny strumieniowi wzbudzenia.

W takich warunkach napigcie indukowane e(t) mozna wyrazi¢ wzorem

e(t) =Cep Q, (1) (8.2)
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gdzie Ce jest stala, a Q,(t) :2_7(;“ jest predkoscig katowa silnika wyrazong w radianach na

sekundg, przy czym n jest predkoscia silnika wyrazong w obrotach na minut¢ (obr/min). Moment
elektromagnetyczny Me(t) wytwarzany przez silnik opisuje relacja

M, (t) =C,gi(t) (8.3)
Przy zalozeniu obcigzenia silnika momentem mechanicznym Mm(t) przeciwdzialajacym
momentowi elektromagnetycznemu ruch odbywa si¢ pod wplywem momentu wypadkowego
(Me-Mp). Biorac pod uwage rownanie dynamiczne ciata znajdujgcego si¢ w ruchu obrotowym

rownanie ruchu silnika moze by¢ przedstawione w postaci

;49

=M, (t)-M,(t) (8.4)

gdzie J oznacza wypadkowy moment bezwtadno$ci na wale silnika. Po wstawieniu zaleznoSci
(8.3) 1 (8.4) do rownania ruchu i réwnania napigciowego twornika otrzymuje si¢ nastepujacy
uktad réwnan rézniczkowych, opisujacych silnik

di_ R; Chbgy 1,
m

a L L L (8.5)
aQ, _Cug, 1,
a3 3"

W opisie dynamiki silnika pradu statego uzywa si¢ zwykle dwu statych czasowych: stalej

> oraz stafej elektromagnetycznej T :Ril Po wprowadzeniu
em t

elektromechanicznej T, =

tych stalych do rownania (8.5) otrzymuje si¢ nastepujaca posta¢ macierzowg roOwnania liniowego

stanu
di 3 L
a _ Tt TmTtCm¢ I RtTt u
= 8.6
dQ, R 0 o | o LM, (8.6)
dt | |T.Cet J

w ktorym zmiennymi stanu sa prad twornika i oraz predkos¢ katowa Qm a sygnatem
wymuszajacym - napigcie zasilajagce u. Moment mechaniczny Mm we wzorze reprezentuje sobg
czynnik zaklocajacy. Przy obcigzeniu czynnym (np. wciggarka) moment Mm moze by¢
traktowany réwniez jako drugi czynnik wymuszajacy ruch, stad w réwnaniu tworzy on wspodlnie

z napigciem zasilajagcym wektor wymuszajacy U. Sygnatem wyjsciowym modelu silnika pradu
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stalego moze by¢ predkos¢ katowa Qm, prad twornika 1 oraz moment elektromagnetyczny Me.
Biorac pod uwage =zalezno$¢ (8.3) 1 uwzgledniajagc stalo$¢ strumienia, moment
elektromagnetyczny jest proporcjonalny do pradu twornika. Przy takim zalozeniu wystarczy

ograniczy¢ si¢ w wyborze zmiennych wyjsciowych do predkosci Qm oraz pradu i, przyjmujac

“la. o o olw.] ©

Jesli przyjmiemy zZe strumieh magnetyczny ¢ w szczelinie silnika jest staty, podobnie, jak

pozostate parametry Ry, Lt 1 J, to rOwnania stanu silnika przedstawiajg soba rownania liniowe.

Na rys. 8.2 przedstawiono model dynamiczny maszyny pradu stalego w Simulinku przy
obcigzeniu aktywnym, co oznacza, ze moment mechaniczny moze nadawa¢ ruch maszynie
(przyktadem takiego obcigzenia moze by¢ wciagarka). Zatozono, ze napigcie zasilajace oraz

moment obcigzenia stanowig wektor wymuszajacy U.

J__ 1]

napiecie prad

¥ = fetBu
w= CxtDu

State-Space

s —

Moment obe.

obroty

Rys. 8.2 Model dynamiczny maszyny pradu statego

W badaniach symulacyjnych zatoZzono silnik obcowzbudny pradu statego o mocy P=22kW,
napieciu znamionowym zasilania Un=440V, pradzie znamionowym I[=56,2A, 1 predkosci
znamionowej n=1500 obr/min [58]. Wypadkowy moment bezwtadnosci sprowadzony do watu
silnika wynosi J=2.7kgm?. Rezystancja uzwojenia twornika jest rowna R=0.465Q, a stata
czasowa T=0.033s.

Aby okres$li¢c parametry modelu maszyny nalezy wyznaczy¢ znamionowe napigcie

indukowane w tworniku badanego silnika En=Un-Rtln=413.87V. Znamionowa predko$¢ katowa
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silnika jest rowna Q :15002—75 =157rad/s, stala C.¢= QE”

=2,623Vs. Przyjmuje sig, ze

mn

C.¢=C,¢ w jednostkach SI, stad otrzymuje si¢ C ¢ =2,623Nm/A. Stata elektromechaniczna

silnika T, = IR =0.1829s jest ponad pigciokrotnie wigksza niz stala
(CepXCuo)

elektromagnetyczna T=0,033s. Moment znamionowy silnika wyznaczony jest ze wzoru

P

M, =——=14013 Nm. Wstawiajac wielkosci wyznaczone wczesniej do wzoru (8.6), otrzymuje

mn
si¢ macierzowe rownanie stanu silnika o macierzach A 1 B okreslonych nastepujaco

[-303 -17074 5 65168 0
| 0,97 0 | 0o -037

Na rys. 8.3 przedstawiono przebieg pradu (rys. 8.3a) i predkosci katowej (rys. 8.3b) podczas
rozruchu przy réznym obcigzeniu silnika (Mm=0, Mm=Mn i Mn=2My).

800 — . . . I
i : i — Mm=0
-== Mm=Mn
600 === Mm=2Mn [|
T 400 |
T
o
0 hh-“"""'""""""""""T"""T """"""
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
t
T T
150} oTo-mTTIITIIED s b it s S S
/:-"w
2 ,_’/// 3 : ;
2 100 Vi : : : 4
= / . . .
n&_’ 4 : : .
50f g i : B B : .
0 | L L L L 1 L 1 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Rys. 8.3 Przebieg predkosci katowej (a) oraz pradu silnika (b) podczas rozruchu przy r6znym obciazeniu

Charakterystyczng cecha silnika pradu statego jest stosunkowo niewielka wrazliwo$¢ warto$ci

maksymalnej pradu twornika na obcigZzenie w czasie rozruchu jak rdwniez znaczna niezalezno$¢
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czasu rozruchu od obcigzenia. W stanie ustalonym prad twornika jest $cisle powigzany z
momentem obcigzajacym Mm. Nalezy zwréci¢ uwage, ze przy bardzo duzym przecigzeniu silnika
1 obcigzeniu aktywnym moment obcigzajacy moglby sta¢ si¢ momentem napedzajacym i silnik
zaczatby obraca¢ si¢ w przeciwnym kierunku, pracujac jako hamownica. Obroty w kierunku
przeciwnym ustalityby si¢ wowczas na takim poziomie, aby prad plynacy w stanie ustalonym
przez silnik wytwarzat moment hamujacy rownowazacy moment aktywny obcigzenia M.
Rys.8.4 przedstawia zmiane¢ predkosci i pradu silnika przy zmianach napigcia zasilajacego
w obecno$ci momentu obcigzajacego o warto$ci znamionowej. Nalezy zwroci¢ uwage, ze

niezaleznie od wartos$ci napi¢cia zasilajacego, prad silnika w stanie ustalonym

800 ! :

600

400

Prad i(t)

200

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Predkosé

_______
o

Rys. 8.4 Zmiany predkosci obrotowe;j i pradu silnika przy zmianach napigcia zasilajacego i statym momencie
obcigzenia

przyjmuje te samg warto$¢, pozwalajagca na wytworzenie momentu elektromagnetycznego
rownowazacego moment mechaniczny obcigzenia. Predkos$¢ ustalona silnika jest praktycznie

liniowo zmienna z warto$cig napigcia zasilajacego.
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Rys. 8.5 Zmiany predkosci obrotowej i pradu silnika przy nawrocie dla dwu warto$ci momentu obcigzenia

Szczegolnie prosta jest symulacja nawrotu silnika pradu statego. Wystarczy w tym celu zmienié
polaryzacje napigcia zasilajacego. Na rys. 8.5 przedstawiono zmiang¢ predkosci obrotowej silnika
1 pradu twornika przy zmianie polaryzacji napigcia zasilajagcego i dwu réznych momentach

obcigzenia (Mm=0 oraz Mm=3M).

800 , . !

400

Moment obcigzenia

200} : : § 1

200 ! ! . :
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Rys. 8.6 Zmiany predkosci obrotowej silnika przy wielokrotnych zmianach momentu obcigzenia Mm
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Nawrot nastgpit w chwili t=1.5s. O ile w stanie jalowym predkosci silnika w obu kierunkach sg
symetryczne, o tyle w warunkach obcigzenia aktywnego wystepuje asymetria (moment
obcigzenia ma jeden zwrot i przy zmianie kierunku obrotdw wspoélpracuje z momentem
napedowym silnika powodujac zwigkszenie predkosci).

Na rys. 8.6 przedstawiono zmiany predkosci obrotowej silnika przy znamionowym
zasilaniu 1 wielokrotnych zmianach momentu obcigzeniowego w zakresie wartosci od zera do
780Nm (rys. 8.6a). Silnik charakteryzuje si¢ duza przecigzalnoscia (stabilne obroty przy duzym

przecigzeniu).

8.2 Silnik indukcyjny
Model dynamiczny silnika indukcyjnego wyrazony jest w postaci uktadu réwnan rézniczkowych
przedstawiajacych zwigzek miedzy strumieniami magnetycznymi twornika i wirnika, predkoscia
obrotowa 1 napieciem zasilajagcym. Majac na uwadze prostot¢ modelu przy jednocze$nie
stosunkowo wiernym odtworzeniu zjawisk zachodzacych w silniku uzasadniane jest przyjecie
zatozen upraszczajacych, co do silnika [58]. Sa to: symetria uzwojen trojfazowych stojana i
wirnika, sinusoidalna zmienno$¢ przeptywow uzwojen wzdluz szczeliny powietrznej, pominigcie
wplywu histerezy, nasycenia, anizotropii i strat na prady wirowe obwodu magnetycznego,
pominigcie zjawiska wypierania pragdu w przewodach uzwojen wirnika (dotyczy silnikow
klatkowych), zalozenie punktu pracy obwodu magnetycznego w czesci liniowej charakterystyki
magnesowania, co w praktyce oznacza liniowg indukcyjno$¢ stojana i wirnika przy statych
warto$ciach indukcyjnos$ci wtasnych 1 wzajemnych.

Oznaczajgc przez usi, Isi, Ysi (i = 1, 2, 3) odpowiednio napigcie zasilania, prad stojana i
strumienie magnetyczne skojarzone z kolejnymi fazami oraz przez Rs rezystancj¢ stojana (przy
symetrii uzwojen zaktada si¢ ze rezystancja kazdej fazy jest rowna Rs), uzyskuje si¢ opis

poszczegolnych uzwojen stojana w postaci uktadu 3 rownan rézniczkowych o postaci

dyg .
dla kazdej fazy i=1, 2, 3. Podobne zalezno$ci obowiazuja dla wirnika, przy czym roznica w
oznaczeniu dotyczy zamiany wskaznika s przez wskaznik r

u-:%+Ri

ri dt r'ri (89)
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Dla indukcyjnej maszyny klatkowej oraz dla maszyny pierScieniowe] pracujgcej ze zwartym
pierscieniem zachodzi: uri=Ur=Ur3=0. ROwnania obwodu elektrycznego silnika uzupelnia si¢
przez réwnanie ruchu obrotowego w postaci

;42,

=M (© M, (1) (8.10)

w ktorym znaczenie poszczegdlnych wielkosci jest identyczne jak dla silnika pradu statego.

Symetryczne 3-fazowe uzwojenie stojana zasilone trojfazowym symetrycznym uktadem
napi¢¢ sinusoidalnych, wytwarza w stanie ustalonym przeplyw magnetyczny wirujacy wzgledem
stojana (nieruchomego ukladu odniesienia) z synchroniczng predkoscia katowa elektryczna Qs
réwng pulsacji zasilania stojana, os = 2nf, gdzie f oznacza czestotliwo$¢ napiecia zasilajacego.
Predko$¢ mechaniczna synchroniczna Qms silnika zalezy dodatkowo od liczby par biegunow
uzwojenia stojana i wyraza si¢ wzorem

Q - O (8.11)

Y p

Wypadkowy przeptyw magnetyczny stojana wytworzony przez uzwojenie 3-fazowe mozna
scharakteryzowaé przy pomocy wektora przestrzennego pradu stojana wirujacego w ptaszczyznie
zmiennej zespolonej, prostopadlej do osi watu silnika. Poczatek uktadu wspoétrzednych tej

plaszczyzny jest umieszczony w punkcie, przez ktory przechodzi o$ watu silnika. Powyzszy

wektor przestrzenny pradu stojana mozna opisa¢ wzorem
. 2. . .
i :§(|51+a|52 +a2|53) (8.12)

w ktérym a oznacza operator obrotu a = el2rl3, Analogiczne wielko$ci zdefiniowa¢ mozna dla
pradow, napie€ i1 strumieni zaré6wno stojana jak i1 wirnika.
Dodajac do réwnania napigciowego fazy pierwszej roOwnanie fazy drugiej pomnozone

2

przez a i fazy trzeciej pomnozone przez a®, zamiast trzech rdwnan fazowych stojana 1 wirnika

otrzymuje si¢ po jednym rownaniu dla wektorow przestrzennych stojana i wirnika. Zapiszemy je

W postaci
ug =R, +%
ddt (8.13)
u, =R, + ¥

dt
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Wektory przestrzenne stojana sa wyrazone w uktadzie wspotrzednych, nieruchomym wzgledem
stojana. Wektory przestrzenne wirnika sa wyrazone w ukladzie wspotrzgdnych, zwigzanym z
wirnikiem, obréoconym wzgledem uktadu wspotrzednych stojana o kat elektryczny obrotu wirnika
0. Zachodzi przy tym

do
=— = pQ
dt P%2m

(8.14)
gdzie Q oznacza elektryczng predkos¢ katowag wirnika a Qm - mechaniczng predkos¢ katowa
wirnika.

Roéwnania silnika indukcyjnego mozna zwigza¢ z uktadem wspotrzednych nieruchomym
badz wirujacym z predkoscig synchroniczng. T¢ druga metode zademonstrujemy tutaj. Gérnym
indeksem k oznaczymy wektory przestrzenne stojana i wirnika zwigzane z takim ukladem

wspotrzednych. Przy takim wyborze uktadu wspotrzednych nalezy sprowadzi¢ do niego zaréwno

réwnanie dotyczace stojana, jak i rownanie dotyczace wirnika. Dokonuje si¢ w zwigzku z tym

przeksztalcenia : is:i(sk)ejgk, i, :i(rk)ej(ekfg), U —u(k)ejgk, u, —u(k)e i(0c-0), T \y(k)ejek

v, = w(rk)ej(ﬁkfﬁ)_ Biorac pod uwagg ze Q = % , Q =, = % z réwnan (8.13) otrzymuje si¢
d‘l’(k) _ _
= j0, - R Ul
" (8.15)
dy

=10, - R +uf?

Wektory wirujgce pradow, strumieni i napi¢¢ stojana i wirnika mogg by¢ reprezentowane przez
ich czgs¢ rzeczywista i urojong. Oznaczmy cze$¢ rzeczywista wskaznikiem o a cze$¢ urojong

wskaznikiem . Rownania wektorowe (8.15) mozna wowczas zapisa¢ w formie skalarnej

avir i) = -0, [y + v %)~ RY + i)+ () + jif9)

Sa

((k)dt (k)) (8.16)
S )l ) 2 )+ o+ 560

W réwnaniach powyzszych nalezy uwzgledni¢ relacje zachodzace miedzy pradami i
strumieniami dla stojana i rotora. Przy zatozeniu liniowosci (praca silnika w zakresie liniowym

charakterystyki magnesowania) mozna je zapisa¢ w postaci rOwnania macierzowego
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O] 1 TL LTy -
AR 2 | _ L L Kk (k) (8.17)
Ira+J|rﬁ Ler_Lm m S ra+J\Vr,B

gdzie Ls jest catkowitg indukcyjnoscig jednej fazy stojana, Ly — catkowita indukcyjno$cig jednej
fazy uzwojenia wirnika sprowadzong do stojana, a Lm — indukcyjno$cia magnesujacg. Po

uwzglednieniu tej zalezno$ci w réwnaniu (8.16) otrzymuje si¢ 4 roéwnania skalarne wzgledem

K KK (K)

pigciu zmiennych stanu Vo, Vg, Wys, Wpy oraz €, opisujace zachowanie silnika w stanach

dynamicznych. Ostatnie pigte rdwnanie otrzymuje si¢ z rownania ruchu (8.10), uwzgledniajac, ze

3pLy

_ (k) K 0y, 0) (8.18)
2(LL, -L2)

I:\Vsﬂ\l]ra - \VsaerB

e

Po wuporzadkowaniu zalezno$ci otrzymuje si¢ uklad pigciu nieliniowych réwnan stanu

(nieliniowo$¢ typu wielomianowego) o nastepujacej postaci

WD 0 o u® s oy ® s y®
dt =05y TOR Yy s‘Vsﬂ Sa
dyp K K K K
Tk y 5 0,08
dy s
—q = AKavea = By + Qe - Qg Ui (8.19)
)
ey _ ) _ gy® _(Q, —Q)y® +u®
dt _ﬂKsWsﬁ_ﬂ\Vrﬁ_ s T2 Wiy TUpg
d2 _3p°K, [ o, ko _ (0, 0] P
- =" ' — __M
dt ZGLSJ Wsﬂ‘l’ra \Vsa\Vrﬁ] J m
, : . . , L L2 Lo L,
W rownaniach tych uzyto nastepujacych wspotczynnikow: o =1- L K, =L K, =1L
ST S r
a= RLS A RLr . Zauwazmy, ze przy zwigzaniu ukladu wspoirzednych z predkoscia
(o) ()

.
synchroniczng wektor przestrzenny 3-fazowego symetrycznego uktadu napi¢¢ jest nieruchomy, a
jego modul jest rowny warto§ci maksymalnej napigcia zasilajacego sinusoidalnego Um. Dla

uproszczenia modelu mozna przyjaé ug;) =U oraz ugg =0, co oznacza, ze wektor przestrzenny

napiecia wymuszajacego pokrywa si¢ z osig rzeczywista. Dodatkowo, przy braku zasilania od
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strony wirnika nalezy zatozyé, ze uld =u'y =0. Na rys. 8.7 przedstawiono model dynamiczny

silnika indukcyjnego, sformutowany na podstawie roéwnan stanu (8.19) w konwencji Simulinka.
W badaniach symulacyjnych [58] przyje¢to parametry modelu odpowiadajace silnikowi o
mocy P=1700W, p=3, zasilanego z sieci trdjfazowej o napieciu fazowym 230V o czestotliwosci
f=50Hz. Warto$ci zmierzone parametrow silnika wynoszg: rezystancja twornika Rs=3,57Q,
rezystancja wirnika sprowadzona do stojana R=3,68Q, indukcyjno$¢ stojana Ls=0,284H,
indukcyjno$¢ wirnika sprowadzona do stojana L=0,298H, indukcyjno$¢ magnesujaca

Lm=0,262H, moment bezwladnosci sprowadzony do watu silnika J=0,31kg-m?. Oznacza to, ze
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Rys. 8.7 Model silnika indukcyjnego w Simulinku w uktadzie wspoétrzednych zwigzanym z predkoscia

synchroniczng

parametry liczbowe modelu wynosza: 6=0,1889, Ks=0,9225, K=0,8792, a=66,5454, p=65,3732.
Wymuszenie  napigciowe  silnika  wynosi ugg =U, = J2.220=31127V.  Moment
elektromagnetyczny rozwijany przez silnik wynosi

M, = 7374y —y Ky ) (8.20)
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Predkos$¢ mechaniczna silnika Qm jest réwna Qm=1/3Q. Przy cze¢stotliwosci sieci zasilajace]
f=50Hz predkos$¢ mechaniczna synchroniczna wynosi Qms = 104.7 rad/s, a moment znamionowy
Mn=P/Qms=16.24Nm.Na rys. 8.8 przedstawiono przebiegi momentu elektromagnetycznego Me(t)
oraz predkosci Q(t) przy rozruchu silnika w r6znych warunkach obcigzenia: Mm=0, Mm=5N-m,
(obcigzenie odpowiadajagce polowie momentu rozruchowego) oraz Mm=10N-m (obcigzenie

bliskie momentowi rozruchowemu rozwijanemu przez silnik).
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Rys. 8.8 Przebiegi predkosci obrotowej oraz momentu elektromagnetycznego silnika indukcyjnego w

r6znych warunkach obcigzenia

W przebiegu momentu na poczatku rozruchu widoczny jest stan nieustalony charakteryzujacy si¢
oscylacjiami w obwodzie elektromagnetycznym wokét Sredniego momentu rozruchowego.
Obserwuje si¢ silny wplyw obcigzenia na czas trwania rozruchu. Przy obcigzeniu bliskim
momentowi rozruchowemu czas trwania rozruchu wydtuza si¢ wielokrotnie. Przy zbyt duzym
obcigzeniu silnik nie jest w stanie rozwing¢ swojej predkosci obrotowe;.

Na rys. 8.9 zilustrowano wplyw zmian momentu obcigzajacego na stan pracy silnika
indukcyjnego (predkos¢ obrotowa i moment elektromagnetyczny rozwijany przez silnik) przy
zatozeniu, ze wszystkie zmiany obcigzenia zachodza po ustaleniu si¢ predkosci obrotowe;.

Rozruch odbywa si¢ w stanie jalowym, po czym nast¢puje kolejno zwigkszanie obcigzenia, od
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zera poprzez 15Nm, 25Nm az do 35Nm. Przy ostatniej wartosci momentu obcigzenia nastgpuje
przekroczenie momentu maksymalnego (krytycznego), przy ktorym zmienia si¢ kierunek

obrotow (w symulacji przyjeto obcigzenie aktywne, zdolne do nadania ruchu silnikowi).

100}

50k Mm=0 . Mm=15Nm . Mm=25Nm { Mm=35Nm

Predkosc

0 3 5 7 10

Moment

Rys. 8.9 Wplyw zmiany momentu obcigzenia na stan pracy silnika indukcyjnego (moment obcigzenia Mm wyrazony

w Nm)
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9. MODEL DYNAMICZNY SIECI ELEKTROENERGETYCZNEJ DLA
STABILIZACJI CZESTOTLIWOSCI (Dynamic model of power systems for
frequency stabilization)

Podstawowym elementem systemu elektroenergetycznego jest uktad generatora energii,
dokonujacy konwersji energii mechanicznej w elektryczng. Waznym czynnikiem takiego procesu
jest kontrola i utrzymanie czgstotliwosci na wymaganym poziomie 50Hz. Obcigzenie systemu
odbiornikami energii elektrycznej powoduje zmniejszenie predkosci generatora 1 w efekcie
obnizenie czestotliwosci. System kontrolny powinien natychmiast zarejestrowaé ten fakt i
spowodowac zwigkszenie mocy mechanicznej powodujacej wzrost predkosci watu generatora (w
turbogeneratorach osigga si¢ to przez zwigkszenie przeptywu pary przez turbing) do poziomu
gwarantujacego powrot do czegstotliwosci znamionowej. Odwrotne dzialanie (zmniejszenie
przeptywu pary) powinno nastapi¢ przy zwiekszeniu czestotliwosci systemu powyzej SOHz na
skutek zmniejszenia obcigzenia generatora. Uklad sprzgzenia zwrotnego reagujacy na zmiang
czestotliwosci systemu musi by¢ automatyczny i dzialajacy niezaleznie od cztowieka.

Na rysunku 9.1 przedstawiono schematycznie schemat funkcjonalny uktadu generatora ze

sprzezeniem zwrotnym czgstotliwosciowym.

------------------------------ r -—M

A Crujnilk
Ay I Axp czpstotliwoscl
I ] . I

p? o 1llx
'[.rl.SI'IliI.'I'lE'_ Turhina Generator

____________ R é olefu ] | }"—;"’.ﬁ

Wﬁlal.cniai:z
hydraulicany

Regulator

Rys. 9.1 Schemat funkcjonalny uktadu generatora ze sprz¢zeniem czestotliwo§ciowym
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Para wodna podawana jest na turbing przez zawor, ktérego potozenie mozna regulowac poprzez
uktad zadawania prgdkosci (zmiana Axa ~ APzad powoduje zmiang poziomu w punkcie C, AXC, a
ta z kolei przenosi si¢ na zmian¢ AXg, czyli potozenia zaworu). Pozycja ustalona zaworu decyduje
0 mocy zadanej turbiny Pzad. Wzrost obcigzenia elektrycznego generatora powoduje spadek
czestotliwosci, ktory przenosi sie na regulator predkosci powodujacy poprzez uktad dzwigni
zmiang¢ potozenia zaworu. Dzialanie regulatora predkosci jest wzmacniane poprzez wzmacniacz
hydrauliczny (zwykle olejowy), umozliwiajacy wykonanie pracy potrzebnej do zmiany potozenia
zaworu. Obie metody zmiany doptywu pary poprzez dziatanie uktadu zadawania predkosci
1 regulator predkosci wspoéldziataja ze sobg, tworzac uktad regulacji Pl. Regulator predkosci
tworzy czes¢ proporcjonalng P 0 wzmocnieniu 1/R. Oznacza to, ze zmiana poziomu AXg W

punkcie B jest proporcjonalna do zmian czestotliwosci Af ze wspotczynnikiem 1/R, czyli
AX, = %Af (9.1)

Uktad catkujagcy sumuje zmiany czestotliwosci Af ze wzmocnieniem Ki, wytwarzajac sygnat
sterujacy ukladem zadawania predkosci i tworzac w ten sposdb cze$¢ calkujaca sygnatu
sterujgcego, powodujaca zmiang potozenia dzwigni zadawania predkosci AH, gdzie

AH =K, [ Afdt (9.2)
przy Ki ujemnym (uktad stabilizujacy).

Wszystkie elementy uktadu generatora sg nieliniowe. W celu utatwienia analizy dokonuje
si¢ zwykle linearyzacji charakterystyk elementow wokot ich punktu pracy. Otrzymuje si¢ w ten
sposob system liniowy o parametrach zmieniajacych si¢ wraz z punktem pracy poszczegdlnych
jego elementéw. Dalsze uproszczenie polega na przyjeciu zastgpczych transmitancji
operatorowych pierwszego rzgdu dla poszczegdlnych elementéw systemu. W tablicy 9.1
zestawiono modele operatorowe elementéw uktadu, przyjete w dalszej analizie. Typowe wartosci
dla generatora 0 mocy znamionowej 1000MW to: Ky=K=1.0, Kp=120Hz/MW, Tr=80ms, T:=0.3s,
Tp = 20s, R=2.4Hz/MW.

Tablica 9.1 Zlinearyzowane modele operatorowe elementow systemu elektroenergetycznego
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Element ukladun (rpis operatorowy
- 1
Repgulator predkosei P =
_ILF.
Sterownik catkujacy T ; :
i i . K
Wzmacniacz hydranliceny h
1+ =Ty
K
Turbina r
1+ &1
K
Generator d
14 81},

Na rys. 9.2 przedstawiono schemat blokowy zlinearyzowanego uktadu bloku generatora z

oznaczeniami poszczegolnych zmiennych w dziedzinie operatorowej, ktory moze byc¢

bezposrednio zamodelowany w jezyku Simulink.

Ky E Kr Fo+

Ll I i .

s AR 1Ty | Ay (s) | 15Ty [AR (3)
Regulator Wemacniacz Turbina
calloowy hydrauliceny

Regulator
proporcjonalny

AF; (5)

Zmiana
Kp capatotliwosci

1+sTp Afisl

Generator

Rys. 9.2 Schemat blokowy zlinearyzowanego modelu systemu elektroenergetycznego

Na schemacie zaznaczono wezty A, B, C, D, E, F, G, H, ktore odpowiadaja punktom na rys. 9.1,

umozliwiajac identyfikacje obu ukladow. Zmiana zadanej mocy APzaq W punkcie A (sygnat

wyjsciowy ukladu zadawania predkosci) sumuje si¢ (ze znakiem minus) z sygnatem regulatora

predkosci (punkt B), tworzac sygnal bledu sterujacy uktadem (punkt C). Poprzez ukiad
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wzmacniacza hydraulicznego przenosi si¢ on na turbing, wytwarzajac sygnat zmiany mocy
mechanicznej turbiny AP:. W punkcie sumacyjnym na wejsciu generatora zmiana mocy turbiny
APy jest porbwnywana ze zmiang mocy obcigzenia elektrycznego APg, wytwarzajac sygnat
sterujacy generatora. Na wyjsciu bloku generatora pojawia si¢ sygnat Af(s), bedacy transformata
Laplace’a zmian czestotliwosci systemu Af = f(t) — 50, ktory jest podawany jako sygnat
sprzezenia zwrotnego na regulator Pl, sterujacy pracg catego uktadu. Sygnatem wyjSciowym
uktadu jest zmiana czestotliwosci generatora przy zmianie obcigzenia elektrycznego APE.
Wielkos$cia, ktora mozna wptywac na zmiang charakteru przebiegdow przejsciowych w
uktadzie, jest wspotczynnik Ki regulatora catkujgcego. Na rys. 9.3 przedstawiono zmiany
czestotliwo$ci uktadu spowodowane 20% zmiang obcigzenia, przy roznych wartos$ciach

wspotczynnika wzmocnienia cztonu catkujacego Ki, poczynajac od Kj = 0 az do Ki =—0.5.

0.3
0.2
0.1

-0.1
02
03
04
05
0.6
0.7

Af

Rys. 9.3 Zmiany czgstotliwo$ci uktadu elektroenergetycznego przy 20% zmianie obcigzenia i réznych warto$ciach

nastaw regulatora catkujacego

Przy braku sprzezenia catkujacego (Ki = 0) czestotliwos¢ uktadu nie wraca do wartosci zadanej i
czestotliwos$¢ systemu w stanie ustalonym rozni si¢ od wartosci zadanej (Af = 0).Wprowadzenie
toru sprzgzenia catkujacego powoduje, ze uktad samoczynnie doregulowuje swoja czestotliwosé

do wartosci zadanej 50Hz, przy czym czas regulacji jest uzalezniony od doboru warto$ci
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wspotczynnika Ki. W przypadku przebiegow z rys. 5.35 za optymalng nalezy uzna¢ wartos¢ Ki =
—0.25, przy ktorej nie ma jeszcze widocznego przeregulowania, a jednoczesnie stan przejSciowy
trwa najkroce;.

Uktad sprzezenia czestotliwosciowego stosuje sie¢ w systemach elektroenergetycznych
ztozonych z wielu uktadéw generatorow, wprowadzajac potaczenia miedzy nimi. Obcigzenie
jednego ukladu generatora poprzez lini¢ taczaca przenosi si¢ na inne jednostki, ktore
wspoOlpracuja ze soba, zasilajac swoja mocg w stanie przejSciowym jednostke najbardziej
obcigzong. Tor regulacji czestotliwosci zapewnia samoczynny powrOt obcigzenia do stanu
ustalonego, w ktorym kazdemu ukladowi generatora przypisane jest odpowiednie obcigzenie.
Aby spehi¢ to zadanie, kazda jednostka generatora wymaga monitorowania czestotliwosci
lokalnych, na podstawie ktérych podejmowana jest odpowiednia akcja toru sprzezenia

zwrotnego.

Linia 1
—»  System 1
X Linia taczaca
APg 2 systemy
7
Przeplyw mocy
wyrdwnawcze] |
»  System 2
Linia 2
X
APp>
>

Rys. 9.4 Schemat funkcjonalny dwu blokoéw generatora wspotpracujagcych ze sobg w systemie

elektroenergetycznym. (Pe i Pe, 0znaczaja obciazenie elektryczne poszczegdlnych blokéw generatora)
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W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do dwu systemow generacyjnych wspdlpracujacych
ze sobg, jak to przedstawiono na rys. 9.4. Kazdy uktad generatora posiada wilasne, przypisane mu
obcigzenie, a przeptyw mocy migdzy nimi odbywa si¢ poprzez lini¢ taczaca oba poduktady.

Przyjmujac schemat operatorowy kazdej jednostki uktadu generatora, jak na rys. 9.2,
otrzymuje si¢ zlinearyzowany model matosygnatowy systemu, przedstawiony na rys. 9.5. W
modelu tym sygnaty w poszczegélnych weztach odpowiadajg transformacie Laplace’a sygnatow
wystepujacych w urzadzeniach rzeczywistych. W szczegdlnosci AP12 oznacza sygnat

proporcjonalny do przeptywu mocy wyrownawczej z uktadu generacyjnego 1 do 2.

B, 1
R
@1 Kil + Kim_|ABy (5), Afi(s)
A+ 5 AP ya1(s) = 1+sTm
System 1
Moc wyréwnawcza AP5(s) 1 poh ¢
= T [ 217, <C+)
: |
v

APy (s)
ARy (s)| K |AR, (49)__@_’ Kpy |AN(S)
| 1+sTp N N +sTpy |
L APpr (
By R 12 ()
: >

Rys.

9.5. Schemat blokowy zlinearyzowanego uktadu wspotpracy dwu generatoro6w w systemie elektroenergetycznym
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Kazdy uktad generatora wyrdznia si¢ wilasng lokalng zmiang czestotliwosci (Afi i Af2
odpowiadajace w dziedzinie operatorowej Af.(S) i Af,(S)), na podstawie ktorych wytwarzany jest
sygnal sterujacy przeptywem mocy wyréwnawczej i doregulowaniem czestotliwosci obu
podsystemoéw do wartosci znamionowych. Jesli na przyktad pobor mocy elektrycznej zostanie
w obszarze 2 zwigkszony (APEe2 > 0), czestotliwo$¢ w tym obszarze zmaleje (Af2(s) < 0) i nastgpi
zwigkszony przeplyw mocy wyrownawczej z obszaru 1 do obszaru 2 (AP12 > 0), przy czym
wielko$¢ tego przeptywu jest uzalezniona od réznicy zmian katéw 61 i 01 potozenia walu obu
generatoréw. Przeptyw ten moze by¢ zapisany w dziedzinie zmiennej s w postaci
AP, (s) =T,[A6,(s) — A, (s)] (9.3)

gdzie To jest stalg charakteryzujaca synchronizacje linii tgczacej oba podsystemy (typowa
warto$¢ To=0.0707 MW/rad). Biorac pod uwage, ze zmiana katowa jest uzalezniona od zmiany

czestotliwosci wzorem Af = J' 27Afdt otrzymuje si¢

AP, (s) = 27rTo{Afls(S) A, (S)} 9.4)

S

Ta operacja jest odwzorowana na schemacie z rys. 9.5 w postaci 3 blokow w $rodkowej czegsci
rysunku (sumator, wzmocnienie 2nTo, uktad catkujacy).

Zwigkszony przeplyw mocy z obszaru 1 do 2 jest odczuwalny przez uktad 1 w identyczny
sposob jak zwiekszenie obcigzenia elektrycznego APg1. Stad w wezle sumacyjnym modelu obie
zmiany APg1 | AP12 sg brane z jednakowym znakiem (minus). Przez symetri¢ APg1 = —AP12 (moc
przepltywajaca z uktadu 2 do uktadu 1) i moc AP2: jest sumowana z APg2 rowniez z jednakowym
znakiem (minus). W efekcie uktad regulacji czestotliwosci w systemie potaczonym reaguje nie
tylko na zmiang¢ czestotliwosci lokalnej, ale rowniez na zmiany przeplywu mocy wyroOwnawczej
w linii taczacej oba systemy. Ze wzgledu na to, ze sterownik catkujacy posiada tylko jedno
wejscie, oba sygnaty: zmiany czestotliwosci 1 przeplywu mocy wyréwnawczej tworza jeden
sygnatl wypadkowy sterujacy sterownikiem. Dla ukladu pierwszego jest to AP12 + BiAfy,
natomiast dla uktadu drugiego: AP21 +B2Af.. Wspotczynniki B1 i B2 sa zwykle sobie rowne i
przyjmowane jako (1/Kp+1/R). Dla danych liczbowych z rozwazanego przykladu wartosci te
wynoszg B1 = B> = 0.425 MW/Hz. Dla kazdej niezerowej warto$ci wspotczynnika wzmocnienia
cztonu catkujacego Kir < 0 i Ki2 < 0 stan przejsciowy uktadu, spowodowany zmiang obcigzenia

APEg1 lub APe2, wygasa po uptywie okreslonego czasu, w wyniku czego zmiany czestotliwosci
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lokalnych Af1, Af; oraz przeptywu mocy wyrownawczej AP12 dgzg do zera (uktad powraca do
znamionowych warunkoéw pracy bez przeptywu mocy migdzy systemami).

Na rys. 9.6 przedstawiono przebiegi zmian czestotliwosci lokalnych uktadow Afy i Af;
(rys. 9.6a) oraz mocy wyréwnawczej AP12 (rys. 9.6b) przy zmianie obcigzenia APg2 0 20% przy
2 roznych nastawach wspotczynnikoéw Kip oraz Kiz (Kiz = = Ki2 = 0 oraz Kip = Kjz = —0.25). Jak
wida¢, wptyw toru catkujacego sprzezenia jest bardzo znaczacy. Przy jego braku czestotliwos$ci
obu systemow nie powracajg do warto$ci znamionowych (Afy = Af, rézne od zera w stanie

ustalonym), a przeptyw mocy wyrownawczej z jednego systemu do drugiego utrzymuje si¢ bez

przerwy.

0.1z

APy

oL

1] Sy M 150 2000 X5 300 3500 404 L] o 10 150 200 23 MM 350 400
f r

Rys. 9.6 Przebiegi zmian czgstotliwosci (a) oraz mocy wyrownawczej (b) w systemie elektroenergetycznym ze

sprzgzeniem zwrotnym zawierajacym 2 bloki generatora dla dwu nastaw wspotczynnika K; = 0 oraz Kj = —0.25

(moc wyréwnawcza wyrazona W jednostkach wzglednych)

Na rysunku 9.7 przedstawiono skumulowane, przypadkowe zmiany obcigzenia
elektrycznego obu systemow 1 ich wptyw na przebiegi czestotliwosci lokalnych oraz przepltyw
mocy wyrownawczej. Rysunek 9.7a przedstawia zadane zmiany mocy odbiornikow APg1(t) (linia
ciggta) i APgx(t) (linia przerywana), rys. 9.7b — przebiegi chwilowych zmian czg¢stotliwosci
lokalnych Afy(t) i Afo(t), natomiast rys. 9.7c — przebieg mocy wyrownawczej w systemie,

wywolany przez zmiany obcigzen.

108



) b}

1.8 2
L6 iy — 15
1.4 i i
12 i APE 0.5
) S S F 0
LI .5
(111 i <A,1
0.4 1 AL15
02 02
0 a 025

o 1 R 30 40 S 8D oW M 30 40 S &0

i i

S
0.8

0.6

0.4
o2
L]

={}.2
0.4
Y

Rys. 9.7 Wptyw skumulowanych zmian obcigzenia systemu ztozonego z 2 blokoéw generatora: a) charakterystyki

zmian obcigzenia APg i APg, b) zmiana czestotliwosci obu generatorow, c) przeptyw mocy wyréwnawczej APy

(moce wyrazone w jednostkach wzglednych)

Przy jednakowych, zsynchronizowanych zmianach obcigzen elektrycznych obu systemow
(APe1 = APg2) zmiany czgstotliwosci lokalnych sa identyczne (Afy = Afz) i zgodnie ze wzorem

(9.4) nie wystepuje przeptyw mocy wyréwnawczej z jednego systemu do drugiego.
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10. SYSTEMY CHAOTYCZNE (Chaotic systems)
10.1 Podstawowe pojecia

Chaos deterministyczny — witasno$¢ rownan lub uktadow rownan, polegajaca na duzej
wrazliwo$ci rozwigzan na dowolnie mate zaburzenie parametrow lub zmiany warunkow
poczatkowych. Dotyczy to zwykle nieliniowych rownan rozniczkowych i réznicowych,
opisujacych uktady dynamiczne.

Przestanke prowadzaca do sformutowania teorii chaosu byly badania Edwarda Lorenza
nad modelami prognozowania pogody. Zgodnie z d6wczesnym, deterministycznym rozumieniem
rzeczywistosci minimalna zmiana warunkow poczatkowych powinna prowadzi¢ do
proporcjonalnie niewielkich zmian wyniku modelu. W trakcie pracy nad modelem, z natury
dynamicznym (dane z iteracji wczesniejszych s3 danymi wejSciowymi dla iteracji
nastepujacych), w celu utatwienia pracy wprowadzit zaokraglone warto$ci wyjsciowe. Okazalo
si¢, ze wynik modelu diametralnie odbiegat od tego, co przewidywat ten sam model przy danych
wprowadzonych z wicksza doktadnoscig. Dalsze badania nad ukladami dynamicznymi
doprowadzity do wniosku, iz wbrew powszechnym przekonaniom w nauce, niewielkie
zaburzenie warunkow poczatkowych powoduje rosngce wyktadniczo z czasem zmiany w
zachowaniu uktadu. Popularnie nazywane jest to efektem motyla - znikoma r6znica na jakims
etapie moze po dluzszym czasie urosnag¢ do dowolnie duzych rozmiaréw. Powoduje to, ze cho¢
model jest deterministyczny, w dluzszej skali czasowej wydaje si¢ zachowywaé¢ w sposob
losowy.

Zachowanie takie mozna zaobserwowac¢ w wielu zjawiskach fizycznych, migdzy innymi
w zmianach pogody, oscylujacych reakcjach chemicznych, zachowaniu niektorych obwodow
elektrycznych i ruchu ciat oddziatujacych grawitacyjnie.

Wykladniki Lapunowa - Scistym kryterium chaotycznosci jest okreslenie wartosci
wyktadnikow Lapunowa charakteryzujacych stopien rozbiegania si¢ przebiegéw startujacych z
podobnych (cho¢ roznych) warunkow poczatkowych. Uktad jest chaotyczny, jesli ma co najmnie;j
jeden dodatni wyktadnik Lapunowa. W takim wypadku w przestrzeni fazowej blisko lezace
trajektorie moga po pewnym czasie dowolnie si¢ od siebie oddali¢ (to oddalanie si¢ "z czasem"
réznych trajektorii obliczonych dla odmiennych warto$ci parametru lezy w definicji
chaotyczno$ci wzgledem tego parametru). Cho¢ dla idealnie dokladnie zadanych parametrow

poczatkowych jesteSmy w stanie dokltadnie przewidzie¢ zachowanie si¢ ukladu, w praktyce,
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gdzie warunki poczatkowe znane sg zawsze ze skonczong doktadnoscig, w krotkim czasie uktad
staje si¢ nieprzewidywalny. Uktad jest uwazany za chaotyczny, gdy niestabilnos¢ dotyczy prawie
wszystkich warunkow poczatkowych (formalnie zestawy tych warunkow tworza zbior gesty).
Dowiedzenie, ze dany, konkretny uktad réwnan jest chaotyczny dla pewnych wartosci
parametrow modelu, jest na ogél procesem ztozonym. Dlatego niewlasciwe jest nazywanie
chaotycznym kazdego ukladu przejawiajacego skomplikowane zachowania. Przyktadami
uktadow mylnie nazywanych chaotycznymi sg turbulencje i zachowanie gietdy.

Przestrzen fazowa to przestrzen wszystkich mozliwych stanow w jakich moze znajdowac si¢
badany uktad. Kazdy stan uktadu jest jednym punktem tej przestrzeni.

Plaszczyzna fazowa jest sposobem wizualizacji charakterystyki rozwigzan pewnej klasy rownan
rézniczkowych: jednorodnych réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu w dwdch wymiarach.
Atraktor to zbiér w przestrzeni fazowej, do ktorego w miare uptywu czasu zmierzaja trajektorie
rozpoczynajace si¢ w roznych obszarach przestrzeni fazowej. Atraktorem moze by¢ punkt,
zamknigta krzywa (cykl graniczny) lub fraktal (dziwny atraktor). Atraktor jest jednym z
podstawowych poje¢ uzywanych w teorii chaosu.

Przyklady atraktorow w systemach deterministycznych (rys. 10.1)

Rys. 10.1 Przyktady atraktorow (punktéw osobliwych w systemach deterministycznych): wezet stabilny i niestabilny

(gorny rzad). Siodlo i ognisko stabilne (rzad srodkowy), ognisko niestabilne i $rodek (rzad dolny).
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Dziwny atraktor, atraktor chaotyczny jest zbudowany na nieskonczonym zbiorze niestabilnych
orbit okresowych, uporzadkowanych w sposéb hierarchiczny. Kroétsze orbity daja zgrubne
przyblizenie atraktora, za§ dluzsze ujawniajg bardziej szczegdtowa jego topologiczng strukture.
Jesli w danym ukladzie dynamicznym wystepuje dziwny atraktor to jest to réwnowazne
stwierdzeniu, ze ten uktad jest chaotyczny.

Cykl graniczny to rozwiazanie okresowe w przestrzeni fazowej, w ktdrego otoczeniu nie
znajdujg si¢ inne rozwigzania okresowe.

Intermitencja — zachowanie pewnych ukladéw ztozonych, oznaczajgce przetgczanie uktadu
pomiedzy dwoma typami zachowan, np. zachowaniem prawie periodycznym oraz catkowicie
chaotycznym.

Niektore uktady dynamiczne sg chaotyczne wszedzie, ale w wigkszosci wypadkow takie
zachowanie dotyczy jedynie pewnego podzbioru przestrzeni fazowej. Najbardziej interesujacy
przypadek zachodzi, gdy chaotyczno$¢ dotyczy okre$lonego atraktora, gdyz trajektorie z catego
jego obszaru przyciggania majq t¢ wtasnosc.

Bifurkacja jest to zjawisko skokowej zmiany wtasnosci modelu matematycznego przy drobnej
zmianie jego parametréw (np. warunkow poczatkowych procesu). Pojgcie czesto spotykane i

istotne przy rozwigzywaniu rownan rézniczkowych oraz teorii chaosu.

10.2 Fraktale i chaos

Z chaosem zwigzane jest Scisle pojecie fraktala (struktury geometrycznej) jako dziwnego
atraktora charakteryzujacego rozwigzanie rownan rézniczkowych typu chaotycznego. Dziwne
atraktory sa pomostem taczacym chaos i fraktale. Jezeli patrzymy na nie jako na struktury
geometryczne, widzimy fraktale (zwigzane jest to z wymiarem Hausdorffa atraktorow), jezeli
chcemy je analizowa¢ jako uktady dynamiczne, to mamy do czynienia z chaosem (co z kolel
wigze si¢ z wykladnikiem Lapunowa).

10.2.1 Wprowadzenie

Fraktal w znaczeniu potocznym oznacza obiekt samopodobny (pod wzgledem graficznym) albo
nieskonczenie subtelny, zachowujacy subtelne szczegdly nawet w wielokrotnym powiekszeniu.
Brak jest $cistej definicji fraktala. Zwykle okresla si¢ go jako zbior, ktory:

e ma nietrywialng strukture budowy w kazdym powigkszeniu,
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e struktura ta nie daje si¢ tatwo opisa¢ w tradycyjnej geometrii euklidesowej,

e jest samopodobny, jesli nie w sensie doktadnym, to w skali przyblizone;j,

e ma wzglednie prosta definicje rekurencyjna.
Obiekty samopodobne wystepuja w przyrodzie. Na przyktad jeden 1i$¢ paproci przypomina cala
rosling, odpowiednio pomniejszong. Podobne cechy ma fragment kwiatu kalafiora, ptatek sniegu,
zgrupowanie chmur, sie¢ doptywow niektorych rzek lub pewne tancuchy gor.

Analizujagc uklady dynamiczne o charakterze chaotycznym mozna natkna¢ si¢ na
atraktory o strukturze fraktalnej 1 zadziwiajacych ksztaltach, przypominajace grafike
wspotczesng. Z drugiej strony, mozna poszukiwac¢ uktadéw dynamicznych, ktérych atraktory
posiadaja okreslony ksztalt lub spelniaja zadane warunki. W taki sposob kodowa¢ mozna
informacje¢ graficzna: cyfrowy zapis ukladu dynamicznego w postaci definiujacych go rownan
zajmuje mniej pamieci komputera niz graficzne odwzorowanie, bit po bicie, odpowiadajacego

mu atraktora. Fraktale sg wiec narzgdziem opisu zachowania si¢ uktadow chaotycznych.

Przyklady fraktali
Na rysunkach od 10.2 do 10.6 przedstawiono kilka przyktadow obrazow fraktali. Nalezy zwrocié

uwage, ze obrazy te sg opisane pewnym ukladem réwnan rézniczkowych nieliniowych
(przedstawiaja soba rozwigzania tych réwnan przy zalozeniu okreslonych warunkéw
poczatkowych). Obrazy fraktalne moga (i czgsto s3) zZrdédlem nowych pomystow artystycznych.
Dodatkowym utatwieniem ich tworzenia jest Scisty opis matematyczny. Matematyka staje si¢

wigc zrodlem wzorcow artystycznych.
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Trojkat Sierpinskiego

Rys. 10.2 Trojkat Sierpinskiego

-30 -20 -10 0 10 20 30 40
Rys. 10.3 Atraktor Lorenza
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Rys. 10.5 Diagram stanow ustalonych w systemie chaotycznym
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Rys. 10.6 Zbiér Mandelbrota

10.2.2 Wymiary fraktalne

A fractal dimension is an index for characterizing fractal patterns or sets by quantifying their
complexity as a ratio of the change in detail to the change in scale. Fractal dimension measures
complexity, a concept related to certain key features of fractals: self-similarity and detail or
irregularity.

Istnieje wiele definicji wymiaru fraktalnego, w tym wymiar topologiczny, wymiar Hausdorffa,
wymiar samopodobienstwa, wymiar pudetkowy, itp. Ich wspolng cecha jest istnienie relacji
pomiedzy wspotczynnikiem redukeji a liczbg pomniejszonych fragmentow, na ktore rozpada si¢
obiekt. Mozna to przedstawi¢ wzorem

_ log(a)
~log(1/s)

gdzie: a — liczba pomniejszonych fragmentow na ktore rozpada si¢ obiekt, s — wspotczynnik

redukcji, D —wymiar samopodobienstwa.

Wymiar cyrklowy (caliper dimension)
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Wymiar jest jedng z miar samopodobienstwa krzywej fraktalnej. Przedstawia nachylenie
wykresu logarytmow liczby krokow potrzebnych na przejscie wzdtuz mierzonej krzywej

wzgledem ustawionego odstepu cyrkla (kroku) ze znakiem minus .

Wymiar pudetkowy (box counting dimension)

Pojecie to stuzy do charakteryzowania zupelnie dowolnej struktury, niekoniecznie fraktalnej.
Umozliwia systematyczny pomiar na plaszczyznie, ktory tatwo zaadoptowa¢ do struktur w
przestrzeni trojwymiarowej. Polega na nakryciu interesujagcego nas obiektu zbiorem kostek
(kwadratow w przypadku plaszczyzny, szeScianow w przypadku przestrzeni trojwymiarowej) o
bokach rownych € i zwyczajnie zliczaniu liczby kostek, ktore zawieraja fragmenty badanego
obiektu. Otrzymana liczba N1 kostek takiego zliczania $cisle zalezy od dtugosci boku pojedyncze;j
kostki €, stad oznaczmy ten wynik jako Ni(g). W kolejnych krokach zmniejszamy stopniowo &
otrzymujac tym samym nowe wyniki N2, Ns, itd. Nastepnie sporzadzamy wykres okreslony

zaleznoscia:
1og{N(e)) = fllog 1))

po czym do otrzymanych punktéw dopasowujemy prosta i1 mierzymy jej nachylenie D.
Uwzgledniajac, ze wymiar pudetka & jest odwrotnie proporcjonalny do ich liczby s?, ktore

zmieszczg si¢ na badanym obszarze linii wzor ten mozna zapisa¢ rdwniez wpostaci

_ 1. log(N(s)
D_SLIT log(s)

Otrzymana warto$¢ D to wymiar pudetkowy.

Przyklad 10.1
Rozpatrzmy przyktadowy ksztatt linii przedstawiony na rys. 10.7
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Fig.10.7 Przyktad brzegu obszaru ilustrujacy przypadek N(s) dla s=8

Dla s=8 definiuje si¢ macierz binarng 8x8 okreslajaca pozycje kwadratow w ktorych krzywa

czg$ciowo zawiera si¢
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Ich liczba jest rowna N(s) = 32. Zmieniajac liczbe pudelek na obrazie otrzymuje si¢ rdzne

wartosci N(s), pokazane w tabeli 10.1.

Tabela 10.1 Zmiana wartosci N(s) jako funkcja s

S

4

8

16

32

64

N(s)

14

32

65

134

267

Rys. 10.8 przedstawia zaleznos¢ N(s) w skali logarytmicznej. Jest ona opisana funkcja liniowg

(aproksymacja) o postaci

log(N (s))=1.2215 +1.0573 log( s) + A

Nachylenie krzywej to wymiar pudetkowy D=1.0573.
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Fig.10.8 Zalezno$¢ N(s) =f(s) w skali logarytmicznej i jej aproksymacja liniowa

Przykiad 10.2

Linia brzegowa Balttyku w wymiarze fraktalnym (rys. 10.9).

LITHUANIA :
‘ *
(RUSSIA)
7 > »

BELARUS

Kilometres \ 0

Rys. 10.9 Aproksymacja wybrzeza Balttyku za pomoca fraktali
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Tablica 10.2 Wyniki pomiaru cyrklowego dla wybrzeza Battyku

Rozstaw cyrkla | Liczba krokéw | Uzyskana Wymiar

s [km] N(s) dhugosé cyrklowy
wybrzeza

200 20 4000

150 29 4350

100 46 4600

75 64 4800 1.15

50 97 4850

25 218 5450

12 505 6060

Wykres zaleznosci liczby krokéw od dlugos$ci s przedstawia rys. 10.10.

1000

0 i

log [N(s})]

1000

log [s]

Rys. 10.10 Zaleznos¢ logarytmiczna N(s) od wartosci kroku s

10.3 Przyklad ukladu chaotycznego Lorentza
Atraktory w ukladach liniowych sa zwykle punktami lub okr¢gami. W uktadach chaotycznych
pojawiaja si¢ dziwne atraktory (fraktale) — o bardzo ztozonej o duzym podobienstwie budowy
w roznej skali. Jednym z najstynniejszych przyktadow jest trojwymiarowy atraktor Lorenza,
przypominajacy ksztaltem motyla.

W badaniu wtasnosci chaosu rozwinigto wiele technik w zakresie analizy réwnan
rézniczkowych oraz wykorzystano w nowy sposob wiele istniejacych narzedzi matematycznych.

Na potrzeby symulacji komputerowych dla uktadow chaotycznych korzysta si¢ z przekrojow
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Poincarégo, umozliwiajagcych zmniejszenie wymiaru przestrzeni fazowej. Nastepnie z wlasnosci
tych przekrojoéw wnioskuje si¢ na temat wtasnos$ci pelnej przestrzeni fazowej rozwigzan.

Uklad Lorenza — przedstawiony przez Edwarda Lorenza w 1963 roku to uktad trzech
nieliniowych réwnan rozniczkowych modelujagcy w mozliwie najprostszy sposob zjawisko
konwekcji termicznej w atmosferze. Dla pewnego zbioru parametréw uktad zachowuje sie
chaotycznie, a wykres zmiennych w przestrzeni fazowej przedstawia dziwny atraktor (tzw.
atraktor Lorenza).

T=0Yy—0x

y=—-xz4+rr—y

z=xy — bz (10.1)
gdzie:

o — liczba Prandtla, charakteryzujaca lepko$¢ o$rodka,

r — liczba Rayleigha, charakteryzujaca przewodnictwo cieplne osrodka,

b — stala charakteryzujaca rozmiary obszaru, w ktorym odbywa si¢ przeptyw

konwekcyjny.

State o, r i b sg dodatnie, ale zwykle o = 10, b = 8/3, a r jest zmienne. Ukltad przejawia chaos dla
pewnych wartosci r, na przyktad r = 28, r=99, itd.

Ponizej podany jest kod zrodlowy napisany w srodowisku MATLAB, ktory rozwigzuje

omawiany uktad réwnan oraz prezentuje wynik w postaci animacji:

% uktad roéwnan rézniczkowych

sigma = 10;

r=99;

b =8/3;

dy = @(ty)[sigma*(y(2)-y(1));
Y(1)*y(3)+rey(1)-y(2);
y(1)*y(2)-b*y(3)];

% rozwigzanie uktadu

[t,y] = ode45(dy,[0 100],[0 0.5 1]);

% rysowanie wyniku

comet(y(:,1),y(:,2))

figure

comet3(y(:,1),y(:,2),y(:,3))

Na rys. 10.11 przedstawiono atraktory Lorentza dla kilku réznych warto$ci =28, r=99, r=2 i
r=20.
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Rys. 10.11 Atraktory Lorentza w przestrzeni 2-wymiarowej dla a) r=28, b) r=99,c) r=2, d) r=20. Przypadki a i b
reprezentujg dziwne atraktory (uktad chaotyczny), w pozostatych przypadkach trajektoria dazy do stanu statego.

W przypadku wystapienia chaosu (r=28 i r=99) widzimy dwie powierzchnie (skrzydta motyla),
po ktorych trajektorie poruszaja si¢ ruchem spiralnym na zewnatrz. Kiedy odlegtos¢ od srodka
jednej spirali staje si¢ wieksza niz pewien okreslony prog, rozwigzanie jest wyrzucane z tej
spirali 1 przyciggane do drugiej, gdzie znowu zaczyna wedrowac ruchem spiralnym na zewnatrz i
tak dalej. Liczby takich spiralnych iteracji jakie orbita spedza w jednej spirali a pdzniej w drugiej,
potraktowane jako cigg liczbowy nie wykazujg zadnej regularno$ci (ta wlasnos¢ zalezy Sciste od

wyboru trajektorii). Nawet przy wyborze dwdch bardzo bliskich punktow startu, albo nawet tego
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samego punktu startu, ale obliczenia wykonamy na dwdch komputerach, wowczas ciagi te rdznig
si¢ miedzy soba od pewnego miejsca. Tu wilasnie ujawnia si¢ chaos i ogromna wrazliwos$¢ na

parametry obliczeniowe i warunki poczatkowe.

10.4 Wykladniki Lapunowa

Intuicyjnie chaotyczno$¢ moze by¢ rozumiana jako wrazliwo$¢ systemu (nieliniowego
uktadu dynamicznego) na warunki poczatkowe. Jesli w wyniku obserwacji zachowania si¢
pewnego uktadu startujagcego kilka razy z podobnych warunkow (bliskich sobie stanow)
poczatkowych, obserwujemy drastyczne rozbieznosci w stanach koncowych uktadu — mozemy
powiedzie¢, ze system cechuje si¢ zachowaniem chaotycznym.

Jesli wprowadzimy wielowymiarowy uktad wspotrzgdnych, gdzie wszystkim interesujacym
wielko$ciom opisujacym stan uktadu odpowiada¢ beda osobne osie wspdirzednych, wowcezas
bedziemy mogli postrzega¢ poszczegodlne stany systemu jako wektory stanu w przestrzeni
fazowej. Zachowaniu si¢ (zmianom stanu) obserwowanego uktadu towarzyszy¢ bedzie wowczas
kreslenie pewnych drog - trajektorii w przestrzeni fazowej. Chaotyczne zachowanie systemu
bedzie woéwcezas mialo swoje odzwierciedlenie w niestabilnych zmianach odleglo$ci pomiedzy
poszczegodlnymi trajektoriami. Wektory stanu bliskie sobie poczatkowo w przestrzeni fazowej,
przemieszczajac si¢ po swoich trajektoriach po pewnym czasie ewolucji, zmieniajg swoje
potozenie. Zmianie ulegnie rowniez wzajemna odleglo$¢ wektorow tozsama z odleglosciag
trajektorii fazowych wektorow w okreslonym momencie (po czasie ewolucji). Za jedng z
lepszych miar chaotyczno$ci uwaza si¢ wyktadniki Lapunowa [26,79].

Wyktadniki Lapunowa okreslaja wzgledny stopien rozbiegania si¢ (lub zbiegania) bliskich
sobie trajektorii fazowych w przestrzeni stanu. Zmiana trajektorii wynikajaca z istnienia
wyktadnika Lapunowa moze by¢ zapisana w postaci:

d(t)=doe"" (10.2)
gdzie do oznacza poczatkowg odlegtos¢ trajektorii a L - wyktadnik. Ilustracja zachowania si¢
systemu chaotycznego w przestrzeni stanow zostata przedstawiona na rys. 10.12. Kazdy system,
ktéry zawiera przynajmniej jeden wyktadnik o wartosci dodatniej, jest uwazany za chaotyczny,
co oznacza ze przy jego istnieniu dwie trajektorie bardzo bliskie sobie w chwili poczatkowej,

rozbiegaja si¢ w miar¢ uptywu czasu.
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Rys. 10.12. llustracja zmian trajektorii fazowych procesu chaotycznego

Przyjmujac skonczone i odpowiednio mate odcinki czasu, ewolucje uktadu dynamicznego
mozna opisa¢ rowniez rekurencyjnym réwnaniem algebraicznym:

Xn+1=F(Xn)
gdzie: - przyjmuje kolejne wartosci catkowite, ktore mozna uznaé¢ za kolejne interwaty czasowe,
zmienng opisujacg stan uktadu dynamicznego w chwili Ciag kolejnych iteracji tworzy orbite
odwzorowania. Jezeli rozpatrzy¢ dwa stany poczatkowe rdzniace si¢ w niewielkim stopniu o g, to
po uptywie iteracji otrzymuje si¢ wartosci f"(Xo) gdzie f" oznacza n-tg iteracj¢ startujaca z punktu
Xo. Formalnie wyktadnik Lapunowa definiowany jest w postaci

L(X,) = Iimiln‘M (10.3a)
nowo, N dX

e [.<0 oznacza, ze trajektoria zmierza do stabilnego punktu lub staje si¢ orbitg periodyczng.
e zmierza do neutralnego, statego punktu. System znajduje si¢ w najbardziej stabilnym
stadium rozwoju.
e jest niestabilna i chaotyczna. Dwa bliskie stany poczatkowe oddalajg si¢ wyktadniczo od
siebie z uplywem czasu.
W teorii chaosu bada si¢ zwykle $redni stopien wykladniczego rozbiegania si¢ dwu

sasiednich trajektorii, korzystajac z definicji wyktadnika Lapunowa w postaci:
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L= tim LaluCes]

Atsoo, Axg—0 Al ||A)(0|| (10.3b)

Wykorzystanie praktyczne wzoru (10.3) jest stosunkowo trudne ze wzglgdu na warunki
graniczne. W praktyce korzysta si¢ ze wzoréw estymacyjnych bazujacych na badaniu odlegtosci
dwu trajektorii w wybranych chwilach czasowych.

Jesli odlegtos¢ poczatkowa dwoch bliskich (w sensie odlegtosci w przestrzeni fazowej),
sobie stanéw jednak na tyle dalekich w sensie czasowym, aby mozna bylo rozwazaé je jako
punkty na sgsiednich trajektoriach, oznaczymy w postaci oxij(0), za$ odleglo$¢ t¢ po czasie
ewolucji At jako oxij(At) to lokalny estymator wyktadnika Lapunowa mozna wyrazi¢ w postaci
wyrazonej w bitach na sekundg [26]

oX;; (At)

L =log, 5, 0) (10.4)

Wyktadnik Lapunowa tak zdefiniowany jest miarg wyktadniczego rozbiegania si¢ trajektorii w

miar¢ uptywu czasu ewolucji bliskich sobie poczatkowo trajektorii w przestrzeni fazowe;.
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Rys 10.13 Ilustracja przebiegu dwu trajektorii fazowych odpowiadajacych przyktadowym zmianom sygnatu EEG

Dla przestrzeni N-wymiarowej istnieje N wyktadnikow Lapunowa, po jednym dla kazdego z
kierunkéw w przestrzeni fazowej. Na to, aby uktad mozna byto uzna¢ za chaotyczny, wystarcza

aby cho¢ jeden z wykladnikéw Lapunowa byl dodatni. W praktyce ograniczamy si¢ zwykle do
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najwickszego wyktadnika Lapunowa, jako miary chaotycznosci, gdyz taka estymata jest zwykle
najbardziej stabilna w sensie wartosci i najtatwiejsza do uzyskania w praktyce.

Na rys 10.13 przedstawiono przykladowe 2 trajektorie sygnalu EEG w przestrzeni
trojwymiarowej rozpoczynajace si¢ blisko siebie. W wyniku ewolucji po pewnym czasie At
punkty obu trajektorii znalazty si¢ daleko od siebie. Widoczny jest proces stopniowego
rozbiegania si¢ obu trajektorii. Punkty koncowe obu trajektorii potozone sa w przestrzeni bardzo
daleko od siebie.

Zadanie estymacji wyktadnika Lapunowa dla szeregu czasowego wymaga zdefiniowania
przestrzeni fazowej, czyli okreslenia, jakie (i ile skltadowych —> wymiar p) wielkosci
charakteryzuja jej stan a takze wyznaczenia wartosci p. Odstep czasowy T migdzy warto$ciami
tworzacymi wektor X w przestrzeni fazowej mozna dobra¢ w rézny sposob na przyklad na
podstawie pierwszego miejsca zerowego funkcji autokorelacji, minimum informacji wzajemnej
(mutual information ) czy tez zerowania si¢ momentéw wyzszych rzedow [29]. Podobnie istnieje
wiele metod szacowania wymiaru przestrzeni stanu p. Czgsto przyjmuje si¢, ze warto$¢ p
powinna spetnia¢ warunek p> 2D+1, przy czym D jest wymiarem korelacyjnym [29]. Przyjecie
stalych warto$ci powyzszych parametrow przy estymacji wykladnikow Lapunowa stanowi
Znaczne uproszczenie, jednak ewidentng korzys$cig jest wowczas prostota algorytmu.

Na rysunku 10.14 przedstawiono przyktadowy wybor sktadowych pary wektorow:
biezacego wektora X 1 wektora kandydujacego Xj, oraz ich odpowiednikow po czasie ewolucji
At=EVOLYV, dla fragmentu przebiegu sygnalu EEG traktowanego jako sygnat chaotyczny. O$ x
oznaczona jest w postaci kolejnych punktow czasowych sygnatu EEG. Odleglo$¢ migdzy dwoma
punktami wynika z zastosowania czestotliwosci probkowania (tutaj fs=250 punktéw na sekundg).

O$ y wyrazona jest w JV. W tym przypadku wymiar wektora stanu x przyjeto rowny 7.
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Rys. 10.14 Objasnienie sposobu tworzenia wektorow w przestrzeni stanu. Kropki w kolorze czerwonym oznaczaja
punkty wektora x(ti) a kotka w tym samym kolorze punkty po czasie ewolucji At. Punkty w ksztalcie kwadratow
wyznaczaja sktadowe wektora x(tj), a punkty w ksztalcie trojkatow oznaczaja kolejne sktadowe wektora x(tj+At) po
czasie ewolucji At.
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